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Introduccion

La Matematica Discreta es una rama fascinante y fundamental de las mateméticas que se ocupa del
estudio de estructuras y objetos que son discretos en naturaleza. A diferencia de la Matematica Continua,
que se enfoca en el analisis de cantidades y conceptos continuos, la Matematica Discreta aborda problemas
relacionados con conjuntos finitos o contables.

En este libro, exploraremos tres dreas principales de la Matematica Discreta: sistemas numéricos, teoria
de gréficas y discretizacion. Estos temas, aunque distintos en su enfoque, comparten la misma esencia de
la discrecién y su aplicacién en diversos campos de estudio.

Comenzaremos nuestro recorrido examinando los sistemas numéricos. Aqui, nos sumergiremos en el fas-
cinante mundo de los nimeros enteros, racionales e irracionales, asi como en las bases numéricas y su
representacion. Exploraremos las propiedades y operaciones fundamentales de estos sistemas, asi como su
relacion con otros conceptos matematicos.

Posteriormente, nos adentraremos en la teoria de gréaficas, un drea que encuentra aplicaciones en ciencias de
la computacion, redes, optimizacion y muchas otras disciplinas. Exploraremos los conceptos de vértices,
aristas y grafos, y estudiaremos las propiedades y algoritmos asociados a estas estructuras. A través
de ejemplos practicos, descubriremos cémo las graficas pueden ser utilizadas para modelar y resolver
problemas del mundo real.

Finalmente, nos sumergiremos en la discretizacion en teoria de graficas.

A lo largo de este libro, nos sumergiremos en conceptos mateméticos fascinantes y poderosos, explorando
su relacién con el mundo real y las aplicaciones précticas que ofrecen. Nuestro objetivo es proporcionar
una introduccién clara y accesible a la Matematica Discreta, que inspire a los lectores a adentrarse en este
campo y a apreciar su belleza y utilidad en diversas disciplinas. Es importante mencionar que en estas notas
N,Z,Q,R y C, denotan a los nimeros naturales, enteros, racionales, reales y complejos respectivamente.
Sin mas, {Comencemos nuestro viaje hacia el mundo de lo discreto y descubramos las maravillas que nos
esperan!



Capitulo

Sistemas numericos

Los sistemas numéricos son conjuntos de simbolos y reglas que se utilizan para representar y contar
cantidades. Los cuatro sistemas numéricos méas comunes son el decimal, binario, octal y hexadecimal.
Cada uno tiene sus propias caracteristicas y aplicaciones en diversos campos, como la informatica, la
electronica y las matematicas.

1. Sistema Decimal: El sistema decimal es el mas utilizado en la vida cotidiana. Estd basado en la
base 10 y utiliza diez simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9. Cada posicién en un nimero decimal tiene
un valor asociado segun su posicion en la secuencia. Por ejemplo, en el nimero 365, el 3 representa
300 = 3(10?), el 6 representa 60 = 6(10%), y el 5 representa 5 = 5(10%). El valor total del niimero es
la suma de estos valores parciales: 300 4+ 60 + 5 = 365.

2. Sistema Binario: El sistema binario es fundamental en la electréonica y la informatica. Estd basado
en la base 2 y utiliza solo dos simbolos: 0 y 1. Cada posiciéon en un nimero binario tiene un valor
asociado segin su posicién en la secuencia. El valor de cada posicion es una potencia de 2. Por
ejemplo, en el nimero binario 101, el 1 representa 4 = 1(22), el 0 no tiene valor, pero representa
a 0(2), y el 1 representa 1 = 1(2°). El valor total del nimero binario es la suma de estos valores
parciales: 4 +0+ 1 = 5.

3. Sistema Octal: El sistema octal estd basado en la base 8 y utiliza ocho simbolos: 0,1,2,3,4,5,6,7.
Cada posicién en un nimero octal tiene un valor asociado segin su posicién en la secuencia. El
valor de cada posiciéon es una potencia de 8. Por ejemplo, en el ntimero octal 52, el 5 representa
40 = 5(8'), y el 2 representa 2 = 2(8°%). El valor total del niimero octal es la suma de estos valores
parciales: 40 + 2 = 42.

4. Sistema Hexadecimal: El sistema hexadecimal estd basado en la base 16 y utiliza dieciséis simbo-
los: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F. Los simbolos A hasta F' representan los valores 10 has-
ta 15, respectivamente. Cada posicién en un nimero hexadecimal tiene un valor asociado segin
su posicion en la secuencia. El valor de cada posiciéon es una potencia de 16. Por ejemplo, en el
nimero hexadecimal 143, el 1 representa 256 = 1(162), el A representa 160 = 10(16'), y el 3 re-
presenta 3 = 3(16°). El valor total del nimero hexadecimal es la suma de estos valores parciales:
256 + 160 + 3 = 419.

En resumen, estos sistemas numéricos son fundamentales en diversas dreas, especialmente en la informéti-
ca, donde se utilizan para representar y manipular datos binarios de manera méas compacta y eficiente.
Cada sistema tiene sus propias reglas y aplicaciones, y la conversién entre ellos es esencial en ciertas
situaciones para poder trabajar con diferentes bases de numeracion.

1.1. Numeros enteros

Para fines précticos y sin entrar en controversia si el cero es o no ntimero natural (para mi lo es porque
soy mexicano y para los mayas el cero era natural), consideraremos al conjunto N = {1,2,3, ...}, es decir,



N=1{1,2,3,...} yaNj como el conjunto que resulta de unir a N con {0}, esto es, Ny := NU{0}. En general
en este trabajo denotaremos como Z, Q y R a los niimeros enteros, racionales y reales, respectivamente.

El Principio de Induccién Matemdtica (PI) junto con su equivalente, el Principio del Buen Orden (PBO),
son herramientas sumamente valiosas en el &mbito de las matematicas. Estos principios son fundamentales
para probar teoremas y propiedades en matemadticas, especialmente en dreas como aritmética, teoria de
numeros y algebra. Su aplicaciéon proporciona una herramienta poderosa para demostrar la validez de
enunciados en el conjunto de los niimeros naturales o en subconjuntos bien ordenados. Gracias a su ver-
satilidad y eficacia, el Principio de Induccién Matematica y el Principio del Buen Orden son ampliamente
utilizados y considerados esenciales en el estudio y desarrollo de la teoria matematica.

Principio de Induccion Matemdtica (PI): Sea S C N tal que S satisface las siguientes propiedades:
a) 1€8.
b) Si{l1,2,...,n} C S, entoncesn+1¢€ S.

Entonces S = N.

Ahora, sea X = {x1,22,...,z,} un conjunto finito y consideremos el siguiente orden en Nx := X UN:
v <wxjsii<jyw;<nparai=12,...,ryneN

Ahora, reetiquetando los elementos de Nx como sigue: para cada i € N, x,4; = i. Obtenemos que
XUN={zy,...,2,,Tr41, ... }. De esta manera, podemos extender la definicién el principio de induccién
matematica a Nx como sigue: para S C X UN tal que

a) z1 €85.
b) Sizy,...,z, €S, entonces z, 1 € S.
Entonces S = X UN.

En particular, el PI es valido en Ny. Para tener un mejor dominio del PI les sugiero consultar el libro de
Método de Induccién Matematica de 1.S. Sominski.

Principio del Buen Orden (PBO): cualquier subconjunto S # @ de N tiene un elemento m que
cumple que para todo n € S, m < n. Puede probarse que el numero m es tnico y esto es bastante ttil. Al
igual que el principio de induccién matemadtica, el PBO puede ser extendido a Nx como sigue: cualquier
subconjunto S # () de Nx tiene un elemento z; que cumple que x; < z; para todo x; € S.

Teorema 1.1.1. En Ny, el Principio del Buen Orden es equivalente al Principio de Induccion.

Dem.

Supongamos que el PBO se cumple y veamos que el PI se cumple, para ello, sea S C Ny tal que satisface
a y b del PI. Supongamos que S # Ny, entonces su complemento (S¢) con respecto a Nx es distinto de
vacig, entonces por el PBO existe z,, € S tal que z,, < z, para todo x, € S¢ y obsérvese que x,, # x1

pues 1 € S. Ahora, x,,_1 ¢ S¢, pues x,, es minimo, entonces x,,—1 € S y por la condicién b, se sigue
que T, = Tym_141 € 9, es decir, z,,, € SN Sy esto es una contradiccién. Por lo tanto, S = Nx.

Ahora, supongamos que PI es valido y sea S C Nx no vacio. Supongamos que S no tiene un elemento
minimo. Claramente, z1 ¢ .S, pues si lo estuviera serfa el elemento minimo. Ahora, sea

Q= {z; € Nx : z; < z, para cualquier x € S},

entonces x; € €, pues ya dijimos que no puede estar en S, por lo tanto © # (). Supongamos que
{z1,...,2,} € Q y mostremos que T, 11 € Q. Si z,,41 ¢ Q, entonces existe z; € S tal que z; < Tpq1 y
como estamos suponiendo que S no tiene elemento menor, entonces existe x; € S tal que z; < Tj < Tpg1.
Asi que z; < x,41 y en consecuencia z; < x,. Este dltimo no es posible pues z, < z;. Por lo tanto,
Tnt1 € X y por el PI se sigue que C' = Nx. Esto es, si € S, entonces z € C, es decir, z < x lo cual es
una contradiccién. Por lo tanto, S debe tener elemento minimo, es decir, existe z,, € S tal que x,, < =
para todo x € S.

Q.E.D



El siguiente teorema es muy importante y es la justificacién formal del por qué podiamos realizar las
divisiones justo como nos los ensenaron en la educacién primaria.

Teorema 1.1.2 (Algoritmo de la divisién). Sean a,b € Z con a # 0. Ezisten dnicos q,r € Z tales que
b=uaq+r donde 0 <r < |al.

Dem.
Sea S = {b—am € Ng : m € Z} NNy. Obsérvese que si wy = —ab® € Z, entonces b — awg = b — a(—ab*) =
b+ a?b? = (b)(1 + ba?) € Ny, pues

= si b < 0, entonces ba? < 0. Implica que ba? < —1. Asf, 1+ ba? < 0, por lo que (b)(1 + ba?) > 0. Por
lo tanto, b — awg € Ng.

= Sib=0, entonces b — awg = 0 € Ny.
= Sib >0, entonces b+ a?b? > 0, es decir, b — awy € Ny.

Por lo que, Sy # (). Por el PBO Sy tiene un elemento menor, es decir, existe r € Sy tal que r < n para
toda n € Sp. Y dado que r € Sy, entonces r = b — ag para algtin rq € Z, esto es, b = ag + r. Ahora, dado
que a # 0, entonces a > 1 6a < —1:

= sia > 1, entonces
b—a(g+1l)=b—ag—a<r—a<m,

asi
b—alg+1)<0.

En consecuencia b—a(g+1) < 0, pues de lo contrario b — a(g+ 1) estaria en Sy el cual no es posible
por que r es minimo. Por lo tanto, r = b — aq < a = |al.

= sia < —1, entonces
b—alg—1)=b—ag+a<r4+a<r,

asi

b—a(g—1)<0.

En consecuencia b —a(q — 1) < 0, pues de lo contrario b — a(q — 1) estarfa en Sy el cual no es posible
por que r es minimo. Por lo tanto, r = b— ag < —a = |a].

Entonces 0 < r < |a|. Finalmente veamos la unicidad de ¢ y r. Supongamos que
agp +r1 =b=ag2 + 12

con 0 <r; <laly0<ry <lal. De la igualdad se sigue que a(q1 — g2) = ro — r1 y de las desigualdades se
tiene que —|a| < —r1 <0y 0 < rg < |al, entonces —|a| < ro —ry < |al. Asi,

—la|l < a(q1 — ¢2) < |al.

Dividiendo entre |a| a la desigualdad, obtenernos:

a
1< f((h —QQ) < 1.
|al
Y dado que ﬁl € {-1,1} y q1,q2 € Z, entonces ¢1 — g2 = 0, esto es, g1 = go2, en consecuencias, r; = ra.
Esto prueba la unicidad de ¢ y r.

Q.E.D

El algoritmo de la divisién es una herramienta fundamental en la representacién de ntimeros enteros
en cualquier base numérica. Ya sea que estemos trabajando en el sistema decimal, binario, hexadecimal
o cualquier otra base, este algoritmo nos permite realizar divisiones entre nimeros enteros de manera
eficiente y precisa. El siguiente teorema nos dice que todo numero natural puede ser representado en
cualquier base jjbj mayor que 2 de forma unica.



Teorema 1.1.3. Sea b € N con b > 1. Sin € N, entonces n tiene una representacion unica de la forma
n=ag+ab+---+apb",
con k € Ng, 0 <a; <b para cada i € {0,1,...,k} y b #0.

Dem.
Para la existencia de dicha representacion usaremos inducciéon matematica. Sea

S={neN:n=ag+ab+---+apb® con k € Ny,0 < a; < bparacadaic {0,1,...,k} y by # 0}.

Claramente, n = 1 € S. Ahora, supongamos que {1,...,n} C S, veamos que n+ 1 € S, por el algoritmo
de la divisién se sigue que existen ¢, r € Z tnicos tales que

n+l=bg+7r, con0<r<b

Como n + 1,7, b son mayores o iguales que cero, entonces ¢ debe mayor o igual que cero. Ahora,Si ¢ = 0,
entonces n+ 1 = r es la representacién buscada, si ¢ < n+1, entonces bg > b(n+1) > n+1 (pues b > 1),
asin +1 > bg +r > n+ 1 lo cual no es posible, por lo tanto, 0 < g < n+ 1. Asi, 0 < ¢ < n, entonces por
hipétesis de induccién se sigue que:

q=ao+ab+--+ apb” con k € Nog,0 < a; <bparacadaie{0,1,...,k} ybp #0.

Asi, n+1=r+agb+ab>+---+apbt*t1, por lo que n+1 € S. Por lo tanto, por el principio de induccién
matematicas, se sigue que S = N, esto es, que todo elemento x € N tiene una representacién como se
desea, solo falta revisar que dicha representacion es tinica. Para ello, supongamos que

ag+arb+---4+ab"=xr=coy+c1b+---+cb"™,

con ap # 0, ¢y, # 0y 0 < aj,¢; < bparai € {0,...n} y j € {0,...n}. Veamos que n = m y que
a; = ¢; para cada i. Supongamos que no ocurre esta ultima afirmacién, es decir, nuestra afirmacién es
falsa. Entonces, sea | = mdx{n,m}, tenemos

0=ho+hib+---ha', h #0

con h; =a; —c¢; parai € {0,...,min{n,m}} y h; = a; 6 h; = —¢; para i € {min{n,m}+1,..., 0} sil=n
6 | = m, respectivamente. Ahora, como para todo j € {0,...,m}, 0 < ¢; < b, entonces —b < ¢; <0y
dado que para todo i € {0,...,n}, 0 < a; < by, sesigue que b < h; < b para toda i € {1,...,1}. Asi,

b < || =|—ho—hia— - —h_1b'"7Y = |hg + hib+ -+ b7
< |ho| + |halb+ - + [hy_1[p'
<b-1D+0bG-1b+--+b-1p"=b-1)A4+b+---+b"H)=0b -1
Lo cual no es posible, por lo tanto ambas representaciones son iguales.

Q.E.D

m Ejemplo 1.1.4. Consideremos el nimero 2024 que esta descrito en base decimal, es decir,
2024 = 4-10° +2-10" +0- 102 +2-10%.
Ahora, si consideramos b = 2, entonces
2024=0-240-2"+0-22+1-2°40-2'+1-2°+1-2041.27+1.2%41.2741.2"0
La pregunta natural es, ;y como se obtuvo esa expansién? La respuesta es que al analizar un poco a
profundidad la primera parte de la demostracion del Teorema 1.1.2, especificamente en el paso inductivo,

es decir, en el paso en que se prueba que n + 1 € S, podemos observar que aplicamos el algoritmo de
la divisién al cociente «q» y luego el paso inductivo, pero en el fondo es como aplicar inductivamente el



algoritmo de la divisién a los cocientes, esto es: si n,b € N con b > 2 fijo, entonces por el algoritmo de la
divisién existen tnicos qg, 79 € Ny tales que:

n = qob + 19, donde 0 < rg < b.

Aplicamos el algoritmo de la divisién a qg, entonces existen unicos q1,71 € Ny tales que
qo = q¢1b+ r1, donde 0 < ry < b.

Aplicamos el algoritmo de la divisién a ¢;, entonces existen tnicos g2, 72 € Ny tales que
q1 = @q2b+ 72, donde 0 < ry < b.

Y asi sucesivamente, este proceso es finito y se estaciona en algin paso k produciendo residuos rg, 7o, . .., 7'k
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