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Introduccion

En el vasto dominio de las matemaéticas, la comprension y dominio de los fundamentos son cruciales
para el éxito en disciplinas més avanzadas. Este texto se propone sumergir al lector en un analisis riguroso
de los pilares matematicos fundamentales: la légica, el campo de los niimeros reales, la teoria de conjuntos
y las funciones elementales. Estos conceptos, a menudo considerados como la antesala de disciplinas maés
especializadas, forman la base inquebrantable sobre la cual se erige la arquitectura matematica.

Comenzamos nuestro recorrido en la légica bésica, la disciplina que establece las reglas formales del
razonamiento matematico. A través de una exposicién béasica, intuitiva y a la vez un poco meticulosa,
abordaremos los principios fundamentales de la verdad y la inferencia, explorando la estructura de argu-
mentos validos y la construccién de pruebas logicas sélidas, sin entrar mas alld de lo necesario y suficiente
para nuestro objetivo.

Los nimeros reales, un conjunto que abarca desde los familiares nimeros enteros hasta los complejos
numeros irracionales, si bien no hablaremos de su construccién rigurosa, pues eso requiere de conocimiento
mas abstracto y por ende més tiempo si que exploraremos propiedades importantes que nos permitiran
manipularlos, es decir, desarrollaremos una comprension solida de las propiedades y relaciones que carac-
terizan este conjunto, subrayando su papel esencial en aplicaciones matematicas y cientificas.

La teoria de conjuntos, un marco conceptual que proporciona un lenguaje comin para describir es-
tructuras matematicas, sera presentada de manera intuitiva pero suficiente. Exploraremos la clasificacién
y manipulacién de conjuntos, revelando como esta teoria se convierte en una herramienta esencial en la
construccién de argumentos matematicos mas avanzados.

Las funciones, piezas fundamentales del rompecabezas matematico, seran examinadas en su forma mas
elemental pero lo suficiente para su comprension. Desde funciones lineales hasta aquellas mas complejas,
exploraremos como estas entidades matemédticas modelan fenémenos y relaciones en una variedad de
disciplinas.

Este notas esta disenado principalmente para el estudiante de la Universidad Auténoma Metro-
politana, Unidad Iztapalapa en su Divisién de Ciencias Basicas e Ingenieria. Y su principal
objetivo es proveer de una comprension profunda de los principios matematicos fundamentales.



Capitulo

Logica basica

La l6gica desempena un papel fundamental en las mateméticas, ya que proporciona un marco riguroso
para el razonamiento deductivo y la demostracién de teoremas matemaéticos. La légica establece reglas y
estructuras para analizar y evaluar la validez de los argumentos matematicos, asegurando la coherencia
y comnsistencia del razonamiento. Veamos las siguientes razones clave sobre la importancia de la l6gica en
las matematicas:

= Rigor y precision: La légica garantiza que las afirmaciones matematicas sean rigurosas y precisas.
Ayuda a evitar ambigiliedades y garantiza que los resultados mateméticos sean solidos y confiables.
La logica proporciona un lenguaje formal y un conjunto de reglas para expresar ideas matematicas
de manera clara y sin ambigliedades.

= Demostracion de teoremas: La légica es fundamental para la demostracion de teoremas matematicos.
Proporciona herramientas y técnicas para estructurar y presentar argumentos vélidos que respalden
la veracidad de las afirmaciones matematicas. La validez l6gica de un razonamiento es esencial para
establecer la verdad de un teorema.

= Consistencia y coherencia: La logica ayuda a mantener la consistencia y coherencia en las matemati-
cas. Ayuda a evitar contradicciones y paradojas en los sistemas matematicos. Al seguir reglas 1égicas
sélidas, se pueden identificar inconsistencias y resolver problemas que podrian surgir en el desarrollo
de teorias matemadticas.

= Fundamentos de la matemdtica: La logica proporciona los fundamentos tedéricos de la matemaética.
Los sistemas axiomaticos y las estructuras logicas subyacentes permiten construir y analizar dife-
rentes areas de las matematicas, como el dlgebra, la geometria, el calculo y la teoria de conjuntos.

= Aplicaciones en la computacion: La légica matematica es la base de la ciencia de la computacién
y la programacién. Los principios légicos se utilizan para construir algoritmos, disenar sistemas de
hardware y software, y garantizar la correcciéon y consistencia de los programas informéticos.

En conclusion a légica es esencial en las matematicas porque proporciona un marco riguroso para el
razonamiento y la demostracion de teoremas. Ayuda a mantener la consistencia y coherencia en los siste-
mas matematicos, y su aplicacién se extiende més alld de las matematicas en campos como la informatica
y la programacion.

Esta seccién nos centraremos en comprender lo necesario y suficiente para la demostracién de teoremas.
Sin embargo, si desea profundizar més en el tema, lo invito a revisar el texto [1] que esta escrita en espafiol
y considerd que es bastante comprensible y formal, por otro lado, los textos [2], [3] son buenos pero el
inconveniente es que estan escritos en ingles.

1.1. Proposiciones

Una proposicion es una oracién declarativa o una expresién matemaética que puede ser verdadera
o falsa, pero no ambas al mismo tiempo. Por lo tanto, una proposicién tiene un valor de verdad, que
puede ser V si es verdadera, o F si es falsa. Nos enfocaremos tinicamente en proposiciones matemaéticas.



m Ejemplos 1.1.1. Los siguientes ejemplos son proposiciones verdaderas:
» La raiz cuadrada de 16 es igual a 4: /16 = 4.
= Fl producto de cualquier nimero real por 0 es igual a 0: n-0 = 0.
= El valor absoluto de un nimero negativo es siempre positivo: |(—n)| = n.
= La suma de los dngulos internos de un tridngulo es siempre 180 grados: o+ 3+~ = 180°.
= FEl nidmero 7 es irracional.
= La suma de los dngulos externos de cualquier poligono siempre es 360 grados: > 0; = 360°.

= El producto de dos nimeros negativos es siempre positivo: (—a) - (—b) = ab.

B Ejemplos 1.1.2. Los siguientes son proposiciones falsas:
El drado d i ] [l nad [ mi :n?
] cuadrado de un nimero siempre es mayor que el nimero en si mismo: n° > n.
= Vodos los tridngulos isdsceles son equildteros.

= Fl resultado de dividir cualquier nimero entre cero es infinito:

ols
Il
8

= La suma de dos numeros irracionales es siempre irracional.

La longitud de la circunferencia es igual al cuadrado de su radio.

B Ejemplos 1.1.3. Algunos ejemplos de expresiones que no son proposiciones son:
n <73
m«x—1=>5»

» «;Cudl es la solucion de 2¢ —1 =02

Generalmente, para referirnos a proposiciones especificas se usan letras mayusculas. Por ejemplo,
P : 25 es un nimero entero par.
Q:3+5=8.

R : 2z + 3 es una ecuacién.

Las proposiciones pueden contener variables como lo son: z.y, z, etc. Por ejemplo:

P : Para todo nuimero real «x», existe un nimero real «y»tal que y > x.

Esta proposicion es verdadera independientemente del valor de z. Entonces podemos denotarlas por:
P(z) : Para todo niimero real «z», existe un nimero real «y»tal que y > .

Hay oraciones o expresiones matematicas que contienen variables y no son proposiciones, por ejemplo:
Q(a) : a es un numero entero que es divisible por 5.

Este enunciado solo adquiere el estatus de proposiciéon cuando asignamos un valor especifico a a (y
asi{ podemos determinar si es verdadera o falsa). Por ejemplo, Q(3) es falsa y Q(15) es verdadera. Una
expresién como @Q(a), cuyo valor de verdad depende de una o méds varibales, es lo que se llama una
expresion abierta.



1.2. Conectivos Légicos

Podemos emplear la conjuncién «y»para combinar dos proposiciones y generar una nueva proposicién.
Veamos el siguiente ejemplo:

B Ejemplo 1.2.1. Consideremos dos proposiciones P,Q como sigue:

P : El nimero 7 es irracional.

Q : El nimero % es racional.

R: El numero w es irractonal y El nimero % es racional.

En el ejemplo 1.2.1 tenemos que P, @ son verdaderas, entonces también lo es R. En general, dadas
dos proposiciones P y @, podemos combinarlas para formar una nueva proposicién «P y @». Usamos el
simbolo A para indicar la palabra «y». De modo que P A @ significa «P y @». La proposicién P A @
es verdadera si ambos lo son, en cualquier otro caso, es falsa. Esto se resume en la siguiente tabla de
verdad.

En esta tabla, P y @Q representan las dos proposiciones que queremos combinar con la conjuncién
«y»(A). La columna final muestra el resultado de la conjuncién para cada combinacién de los valores de
P y Q. Donde «V »representa una proposicién verdadera, y «F»representa una proposicién falsa.

Ademads, es posible establecer una conexién entre dos proposiciones utilizando el término «o», generan-
do asi una proposicién adicional. Esto es, dadas dos proposiciones P y @, la afirmacion «P o @»significa
que alguna de las dos puede ocurrir, en términos matematicos el nuevo enunciado es verdadero si al menos
una de las dos es verdadera. Se usa el simbolo V para denotar la palabra «o». Asi, PV @ significa «P 0
@». Veamos un ejemplo

B Ejemplo 1.2.2. Consideremos las proposiciones P y QQ como siguen:
P : El nimero 7 es irracional
Q : El nimero 7 es racional

PV Q: El numero  es irracional o el nimero m es racional

En el ejemplo previo PV Q es verdadera, pues P lo es. La tabla de verdad para PV @ es la siguiente:

[ PVQ ]

[P ]

Q
V
F
V
F

o | <<
o < <<

También, es comun negar oraciones y obtener con ello su enunciado opuesto. Dada una proposicién
P, podemos formar una nueva proposicién «no es cierto que P». Usamos el simbolo = para indicar la
frase «no es cierto que».

B Ejemplo 1.2.3. Usando la notacion correspondiente:
P : Matemdticas es dificil.

=P : Matemdticas no es dificil.



La tabla de verdad para PV @ es la siguiente:

2] P ]
A% F
F \Y%

En nuestro idioma, empleamos oraciones condicionales, es decir, cuando sucede cierto evento, se produ-
ce una consecuencia determinada. Un ejemplo de esto seria: Si no dedico tiempo al estudio, obtendré una
calificacién baja. Estos conectores se conocen como condicionales. En el el lenguaje matematico; dadas P
y @ proposiciones, podemos formar la nueva proposicion «Si P, entonces ()». La representacion simbodlica
de esta proposicién es la siguiente; P = @), la cual también se puede leer como «P implica @Q»y se conoce
como proposicién condicional. Ahora, P = (@) establece una relacién entre dos proposiciones: P y Q.
P puede ser una afirmacién o condicién inicial, mientras que () representa la consecuencia o resultado
esperado. El significado de P = @ nos dice que la inica manera esta sea falsa, es que P sea verdadera y
Q falsa. Asi, la tabla de verdad es:

(rlelr=0]
VIV V
VIF| F
FIV] V
FIF| Vv

Las expresiones méds comunes que significan P = ) son:

= Si P, entonces Q.

=, siP.

= (), siempre que P.

= P es una condicién suficiente para Q.

= () es una condicidn necesaria para P.

= P, solosi Q.

Veamos un ejemplo de la implicacién en algunas de sus expresiones seméanticas:

B Ejemplo 1.2.4. Si estudias, entonces aprobards el examen. P : Estudias y Q : Aprobaras el examen.
= Aprobaras el examen, si estudias.
= Aprobaras el examen, siempre que estudias.

= FEstudias, solo si aprobaras el examen.

La proposicién reciproca de una implicacion P = @) se obtiene intercambiando las proposiciones P y
@ para formar la implicacién @ = P. La contrarreciproca (o contrapositiva) de P = @ se obtiene al
negar ambas proposiciones y luego intercambiarlas para formar la implicacién =@ = —P. Es importante
tener en cuenta que la contrarreciproca siempre tiene el mismo valor de verdad que la implicacién original.
Si la implicacién original es verdadera, la contrarreciproca también serd verdadera, y si la implicacién
original es falsa, la contrarreciproca también serd falsa.

Ahora, dadas dos proposiciones P y @, podemos considerar tanto P = @ como = P. En primer
lugar, P = @ no es lo mismo que ) = P, pues tienen distinto significado y por lo tanto valores de verdad
distintos. Si consideramos la proposicién (P = Q) A (@ = P), que sabemos que es verdadera cuando
ambas lo son. Leemos Q = P como «P si Q»y P = @ como «P, solo si », en consecuencia, leemos
(P = Q)N (Q = P) como «P, si y solo si Q», y el stmbolo que usamos para la frase «si y solo sires
<=, por tanto, denotaremos a (P = Q) A (Q = P) como P <= (. Una proposicién de la forma
P <= (@ se conoce como proposicién bicondicional.



B Ejemplo 1.2.5. Sea P : x es un numero par y Q : x es divisible por 2.
P = Q: Six es un nimero par, entonces x es divisible por 2.
Q= P: P: Siz es divisible por 2, entonces x es un numero par.

P << @Q: x es un numero par, si y solo si, es divisible por 2.

Usando el conocimiento que tenemos de las tablas de verdad de A y = se puede obtener la tabla de
verdad siguiente:

(Pl P=Q[Q=P[P < Q]
VIV] V v v
VIF| F v F
FIV] Vv F F
FIF || V v v

Por lo que la tabla de verdad de P <= ( es:
(PlQ] P < Q]

VIV \Y
VIF F
F |V F
F|F A%

Toda proposicién matematica tiene su tabla de verdad, hay casos especiales que merecen un nombre
adecuado. Una proposicién se llama tautologia cuando su tabla de verdad es siempre verdadera y cuando
es siempre falta se llama contradiccién.

1.3. Equivalencias Légicas

La equivalencia légica se refiere a la relacion entre dos proposiciones légicas que tienen el mismo
valor de verdad en todas las situaciones posibles. En otras palabras, dos proposiciones son légicamente
equivalentes si y solo si tienen la misma tabla de verdad.

Por ejemplo, las proposiciones P <= Q y (P A Q) V (=P A —=Q) son 1égicamente equivalentes:

([ PIQ[-P[-Q[PAQ[-PA-Q[P <= Q] (PANQV(=PA-Q) |
VIV F F A% F A% v
V| F F \Y% F F F F
F|V \Y% F F F F F
F|F \Y% \Y% F \Y% A% A%

Usamos el simbolo = para denotar la equivalencia légica de dos proposiciones, en nuestro ejemplo
tendremos:

P e Q=(PAQ)V (~PA-Q).

Unas ilustracion relevantes de equivalencia légica se puede encontrar en el siguiente en los siguientes
casos:

P=Q=-Q= —-P.
P=Q=-PVQ.
Para verificar estas equivalencias, examinamos sus tablas de verdad:

(PRI -P|Q[P=Q] Q=P ]
-

| | < <
| <| = <
<| | <=

<<= <

<|<| ==

F
%
Vv




(Pl -PP=>Q[-PVQ]
VIV] F [ V v
VI F | F F F
FIV| V] V v
FIF|| V] V v

Hay varias equivalencias légicas importantes que se utilizan comtinmente en la légica proposicional.
Algunas de las més conocidas son:

Ley de identidad:

PAV =P
PVF=P
Ley de contradiccion:
PAF=F
PVV =V
Leyes de la negacién:
PAN-P=F
Pv-P=V
Leyes conmutativas:
PANQ=QAP
PvQ=QVP

Leyes asociativas:

(PANQ)AR=PA(QAR)
(PVQ)VR=PV(QVR)

Leyes distributivas:

PA(QVR)=(PAQ)V(PAR)
PV(QAR)=(PVQ)A(PVR)

La verificacién se plantea como ejercicio adicional.

1.4. Enunciados matematicos

1.4.1. Definiciones

El concepto de definicion es uno de los fundamentos esenciales en matematicas y constituye uno
de los primeros conceptos que se exploran en esta disciplina.. En matematicas, una definicién es una
declaracién precisa y clara que establece el significado de un concepto o término. Una definicién tiene el
propésito de proporcionar una descripcién precisa y sin ambigiliedades de un objeto, una propiedad o una
relacién matemaética.

Una definicién matematica generalmente se compone de dos partes: el término que se define y la
descripcion o caracteristicas que lo distinguen. La descripcién puede incluir propiedades, relaciones o
condiciones que deben cumplirse para que el término sea aplicable.



Una buena definicién en matemédticas es precisa, concisa y no ambigua, evitando cualquier tipo de
ambigiliedad o confusion en su interpretacion. Ademads, es importante que una definicién sea consistente
con los conceptos y principios establecidos en el ambito matematico.

Las definiciones matemaéticas son fundamentales para establecer una base solida en cualquier area de
estudio matematico, ya que permiten un lenguaje preciso y cominmente aceptado para comunicar ideas
y teoremas.

Daremos, como ejemplo, algunas definiciones. Es fundamental tener en cuenta que no proporcionaremos
definiciones para todo, ya que partiremos del supuesto de que el lector posee cierto nivel de familiaridad
con;

= los numeros naturales: N:0,1,2,3,4,5,...,

= los numeros enteros: Z : ...,—5,—4,—-3,—-2,—1,0,1,2,3,4,5, ...,

a

= los racionales: Q que son de la forma 3

con a y b numeros enteros y b # 0,
= los irracionales que son los que no son racionales,

= los numeros reales R que es la unién de todos los anteriores.

y por su puesto que conoce las operaciones suma y producto con ellos, ademaés de algo de dlgebra elemental,
asi como ciertos conceptos sobre estos espacios.

Definicién 1.4.1. Dados dos enteros a y b, si b = ac, para algin entero ¢, diremos que a divide a b, y
escribimos alb. En esta situacion, a es un divisor de b, y b es maltiplo de a.

Por ejemplo, 3 divide a 15, pues 15 = 3(5). Escribimos esto como 3|15, sin embargo 3 no divide a 13,
pues no existe un entero ¢ tal que 13 = 3c. Escribimos esto como 3 /13 que se lee como «3 no divide a
13».

Definicién 1.4.2. Decimos que un numero natural p mayor que 1 es primo si sus unicos divisores
positivos son 1 y p .

Ejemplo de nimeros primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

1.4.2. Proposiciones verdaderas: Teoremas, Lemas y Corolarios

En matemadticas, un teorema es una afirmacioén o proposiciéon que ha sido demostrada rigurosamente
y se considera verdadera dentro de un determinado sistema matematico. Los teoremas son fundamentales
en la construccién y desarrollo de la teoria matemaética, ya que proporcionan resultados importantes y
establecen conexiones entre diferentes conceptos matematicos.

Los teoremas pueden abarcar una amplia gama de areas y ramas de las matematicas, como el algebra,
la geometria, el calculo, la teoria de ntmeros, la légica y més. Algunos teoremas son conocidos por sus
nombres propios, como el teorema de Pitdgoras, el teorema de Fermat o el teorema fundamental del
calculo.

Los teoremas son fundamentales en matematicas porque establecen verdades matemaéticas basadas
en un razonamiento légico sélido y proporcionan las bases para el desarrollo y avance de nuevas ideas
y teorias. También son utilizados para resolver problemas matematicos y para establecer relaciones y
propiedades dentro de diferentes dreas de estudio.

Los teoremas usualmente son proposiciones condicionales, es decir, del tipo P = @, aunque a veces el
enunciado del teorema o proposicién a veces oculta este hecho. Para ejemplificar esto dltimo veamos la
siguiente proposicion:

Teorema 1.4.3 (Teorema de Pitagoras). En un tridngulo rectdngulo con lados de longitudes a, b y ¢,
donde c es la hipotenusa, se cumple que
a? +0? =%



Como este enunciado, no parece ser una proposicién condicional, sin embargo podemos expresarla
como una proposiciéon condicional escribiendo:

Teorema 1.4.4. Si un tridngulo es un tridngulo rectangulo con lados de longitudes a, b y ¢, donde c es

la hipotenusa, entonces se cumple que a® + b = 2.

Cuando un teorema en matemaéticas se puede expresar en forma de una condicional P = @ , la
proposicién P se llama hipétesis o conjunto de supuestos, y la consecuente(proposicién) @ es la afirmacién
que se deduce a partir de la hipétesis, es decir, la tesis. En nuestro ejemplo, la hipétesis o antecedente es
que el tridngulo es un triangulo rectangulo con lados a, by ¢, y la conclusién o consecuente es la igualdad
a? + b% = ¢2. Cabe senalar que no todo teorema es una proposicién condicional. Algunos tienen la forma
bicondicional P <= . Otros teoremas son simplemente proposiciones P.Por ejemplo,

Teorema 1.4.5. Existe una infinidad de nimeros primos

Hay varias palabras que significan esencialmente lo mismo que la palabra «teorema». En general
«teoremarse reserva para proposiciones significativas o importantes (por ejemplo, el Teorema de Pitagdri-
cas). Una proposicién verdadera, pero no significativa, se llama simplemente proposicién, un lema es
proposicién verdadera auxiliar utilizado en la demostracién de un teorema, un corolario es una conse-
cuencia directa de un teorema previamente demostrado.

Una demostracion de la veracidad de una proposicion es un argumento logico que muestra de manera
clara y convincente por qué un teorema es verdadero. Las demostraciones pueden involucrar razonamientos
deductivos, reglas matematicas, propiedades de los niimeros y objetos mateméaticos, entre otros elemen-
tos. Se compone de una secuencia de afirmaciones numeradas de (1),(2),..., (n), donde cada afirmacién
estd respaldada por una o mads razones que justifican su validez. Estas razones pueden incluir hipotesis,
definiciones, afirmaciones previas en la misma demostracion o proposiciones matematicas ya demostradas.
La ultima afirmacion de la secuencia es la tesis que se busca demostrar.

1.5. Demostraciones

El objetivo de una demostracién es proporcionar una justificacién sélida y convincente de la veracidad
de una afirmacién matemaética. Al demostrar una proposicion, se establece una verdad matemadtica de
forma rigurosa, lo que permite su aplicacién en el desarrollo de nuevas teorias, la resolucién de problemas
y el avance del conocimiento matematico. Existen varios tipos de demostraciones en matemaéticas, cada
uno de los cuales se utiliza para abordar diferentes situaciones y problemas. Veremos algunos de los tipos
mas comunes utilizados en distintas dreas de la matematica.

1.5.1. Demostracion directa

La demostracion directa es el tipo de demostraciéon mas basico y comun. Consiste en presentar una
secuencia logica de pasos y argumentos que llevan directamente desde las premisas hasta la conclusion
deseada. Se utiliza cuando la relacién entre las premisas y la conclusién es clara y se puede establecer de
manera directa. Para llevar a cabo una demostraciéon directa, se comienza con las premisas o supuestos
iniciales y se aplican reglas logicas y propiedades matematicas para llegar a la conclusién deseada. Se
evita el uso de suposiciones adicionales o técnicas méas complejas, y se busca una argumentacion clara y
sencilla para demostrar la validez de la afirmacién. Al examinar la tabla de verdad de la implicacién 1égica
P = @, podemos notar que para demostrar el teorema de la proposicién P =- @), basta con mostrar que
cuando P es verdadero, también lo es Q. Esto se debe a que la implicacion P = @ es verdadera cuando
la premisa P es falsa, sin importar el valor de verdad de Q. Por lo tanto, en una demostracién directa de
P = @, asumimos que la premisa P es verdadera y utilizamos argumentos 1égicos para demostrar que la
conclusion () también es verdadera. En resumen, en una demostracién directa de P = (), nos enfocamos
en establecer la validez de la relacion entre la premisa y la conclusién, siguiendo el siguiente esquema
l6gico.

Esquema para una demostracién directa



Proposicion 1.5.1. Si P, entonces Q.

Demostracion. Supongamos P,

En consecuencias Q. O

Los puntos suspensivos : indican la secuencia de razonamientos légicos que inician con P verdadero y
finaliza con @) verdadero. El inicio de la demostracién se inicia con Demostracion o a veces solo colocamos
la abreviacién Dem. y se finaliza con el simbolo [ o también podemos finalizar con la expresion Q.E.D
que significa «Queda entonces demostrado». Como ejemplo, demostremos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.2. Si z es una solucién de la ecuacion ax® + bx 4+ c =0 con a # 0, entonces

. —b+Vb% — dac
o 2a

Dem.
Supongamos que z es una solucién de la ecuacién ax? + bz + ¢ = 0, es decir, satisface la ecuacién.

a(x2+bx+c>0.
a a

. . 2 2
Sumamos un cero dentro de los paréntesis como sigue ((i) — (&) = O):

Factorizamos a:

2a

2+9 + E 2_ i 2+E —
o\ am 2a 2a al

Como (z + 2—1’(1)2 =a?+2Lz+ (i)2 =22+ b+ (%)2, entonces

(e 2) (@) )

Loy =1, asf;

a

+b2 bQ+c 1 +b2 b2+c Lo
r+— ) — [ — - = —a r+— ) — [ =— - | =-0=0.
2a 2a a a 2a 2a a a
x+£ 2, £2+E—O
2a 2a a
2

- i b)? : b2 (b2 e ¥ e _ bVodac A
Despejamos el termino (x+ 2a) para obtener: (J;—i— 2@) = (2a) —f = 15— o= T As

sacando rafz cuadrada de ambos lados de la ecuacién, obtenemos (sin olvidar el terminé +) lo siguiente:

Como a # 0, entonces

Esto es,

- b . b2 — 4dac ::I:\/bz —4ac.
2a 4a? 2a
Esto implica que:
—b 4+ Vb% — dac
r=—\

2a
Q.E.D
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1.5.2. Demostracion por contrapositiva

La demostracién por contrapositiva (o contrarecirpoca) es un método utilizado para demostrar una
afirmacién condicional P = @ usando su equivalencia logica =) = —P. En otras palabras, en una
demostracién por contrapositiva, se supone inicialmente la negacién de la conclusién (# Q) de la afirmacién
condicional y luego se muestra que esto implica la negacién de la premisa (# P). Si se puede demostrar
que la negacién de la premisa es verdadera, entonces se concluye que la afirmacién condicional original
es verdadera. En resumen, es probar la proposicion =@ = =P de manera directa. Una demostracién por
contrapositiva sigue el siguiente esquema:

Esquema para una demostracion por contrapositiva

Proposicion 1.5.3. Si P, entonces Q.

Demostracion. (por contrapositiva) Supongamos —@Q,

En consecuencias —P. O

Como ejemplo, demostraremos una misma proposicién usando los dos métodos vistos hasta ahora.
Proposicion 1.5.4. Si x es un numero entero divisible por 6, entonces x es divisible por 2 y por 3.

Dem. (Directa).
Supongamos que x un numero entero divisible por 6. Esto es, x = 6k, donde k es un nimero entero. Como
6 = (2)(3), entonces

= 2(3k) = 3(2k)

Dado que 3k y 2k son numeros entero, concluimos que x es divisible por 2 y por 3. Por lo tanto, la
afirmacion condicional es verdadera.

Q.E.D

Dem. (Por contrapositiva).

Supongamos que  es un numero entero que no es divisible por 2 o no es divisible por 3. Si z no es divisible
por 2, entonces no puede ser divisible por 6, ya que 6 es divisible por 2. De manera similar, si  no es
divisible por 3, entonces tampoco puede ser divisible por 6, ya que 6 es divisible por 3. Por lo tanto, si un
numero no es divisible por 2 o no es divisible por 3, no puede ser divisible por 6. Concluimos que z no es
divisible por 6, y por lo tanto, la afirmacién condicional original también es verdadera.

Q.E.D

Es importante tener en mente que no hay una «mejorrdemostracién en general, ya que la
eleccion del método de demostracién depende del contexto, la naturaleza del problema y las premisas
dadas. Tanto la demostracién directa como la demostracién por contrapositiva son métodos validos y
ampliamente utilizados en matematicas.

En algunos casos, la demostracién directa puede ser mas simple y directa, especialmente si se tienen
todas las premisas necesarias para llegar a la conclusién deseada. Es un enfoque lineal y facil de seguir,
lo que lo hace més intuitivo y comprensible.

Sin embargo, en otros casos, la demostracion por contrapositiva puede ser mas efectiva. Puede ser
util cuando no se dispone de informacién directa o cuando se quiere evitar un razonamiento m&s com-
plejo. La demostracién por contrapositiva puede proporcionar una alternativa mas clara o mas sencilla
para demostrar la afirmacion condicional. El siguiente ejemplo, muestra que es més facil probarlo por
contrapositiva.

Proposicién 1.5.5. Si 2% es par, entonces x es par.
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Dem.(Por contrapositiva).
Sea P : 22 es par y @ :x es par. Supongamos —(Q, esto es, x es impar. Existe a entero tal que

r=2a+1.
Asi,
22 = (20 +1)? = 4a® +4a + 1 = 2(2a* + 2a) + 1.
Por tanto, z2 es impar, es decir, =P es verdadera.
Q.E.D
En dltima instancia, la «mejorsdemostracién dependerd de las circunstancias especificas y de los ob-

jetivos de la demostracién. Lo méas importante es elegir un enfoque que sea logico, riguroso y que permita
demostrar la veracidad de la afirmacién de manera clara y convincente.

1.5.3. Demostraciéon por contradiccion

La demostracién por contradiccién es otro método cominmente utilizado en matematicas para de-
mostrar una proposicién o teorema. Consiste en suponer inicialmente la negacién de la afirmacién que se
desea demostrar y luego derivar una contradiccion légica o matematica a partir de esa suposicion. Si se
llega a una contradiccién, se concluye que la afirmacién original es verdadera.

Supongamos que queremos demostrar que una proposiciéon P es verdadera. Una demostracién por
contradiccién comienza suponiendo que P es falsa, esto es, =P es verdadera, y finaliza deduciendo que
para una cierta proposicién C, se cumple también —C', en otras palabras, es una contradiccién (C' A =C').
Por lo que una demostracién por contradiccion sigue el siguiente esquema.

Esquema para una demostracién por contradiccion

Proposicion 1.5.6. P.

Demostracion. (por contradiccién) Supongamos —P.

En consecuencias C' A =C. ]

En este método, no estd especificado claramente qué representa la proposicion C. Sin embargo, el
proceso de demostracién por contradiccién comienza asumiendo que la negacién de la proposicién P,
=P, es verdadera y mediante razonamiento légico se obtienen nuevas proposiciones que eventualmente
conducen a una proposicion C' y su negaciéon, -C'. Veamos un ejemplo de esto.

Proposicion 1.5.7. El nimero V2 es irracional.

Dem. (Por contradiccién).
Sea P : el ntimero v/2 es irracional. Supongamos —P, esto es, v/2 no es irracional. Entonces v/2 es racional,
entonces existen enteros a y bcon b # 0 tales que

V2 = T (1.1)

De hecho podemos suponer que la fraccién § estd completamente simplificada. Esto es, a y b no tienen
factores comunes. En particular, 2 fa y 2 /b. Elevamos al cuadrado a ambos lados de la ecuacién 1.1,
obtenemos

a
2 = 7 (1.2)

esto es,
a? = 2b°. (1.3)



Esto implica que a? es par, entonces a es par (ver un ejemplo anterior). Como sabemos que a y b no son
ambos pares, entonces b es impar, sea C' : b es impar, tenemos que C es verdadero. Ahora, existe » nimero
entero tal que a = 2r, Asi

4r? = 2% = 2r% = 12,
Esto es, b? es par, por lo que b es par, es decir, se cumple —=C, En consecuencia C' A =C, es decir, una
contradiccién.

Q.E.D

Como mencionamos anteriormente, en muchas (casi todas) ocasiones nos encontramos con teoremas
en forma de condicionales, es decir, de la forma P = @. entonces ;como se prueba por contradiccién una
condicional P = @7 Para responder esta cuestién, es importante recordar la equivalencia légica antes
mencionada P = @ = -P V @, por lo que =(P = Q) = P A —Q, asi que el esquema de demostracién por
contradicciéon de P = @ es la siguiente:

Esquema de demostracion por contradiccién de la proposicién condicional

Proposiciéon 1.5.8. P.

Demostracion. (por cotradiccién) Supongamos Py —Q).

En consecuencias C' A =C. O

Como ejemplo, vamos a demostrar una proposicién condicional que ya ha sido demostrada, pero esta
vez utilizando el método de la contradiccion.

Proposicién 1.5.9. Si 2% es par, entonces x es par.

Dem.(Por contradiccién).
Sea P: 22 espary @ :  es par. Supongamos Py # Q, es decir, que 22 es par y que z no es par, es decir,
r es impar. Entonces, existe a entero tal que

r=2a+ 1.
Asi,
22 =(2a+1)? =4a®> +4a+1
= 2(24> + 2a) + 1
=2k+1 (k=2ad*+2a).
Esto es, 22 es impar, es decir, =P (aquf la proposicién C es P). Por lo tanto, P A =P (contradiccién).

Q.E.D

1.6. Demostracion de bicondicionales

Sabemos que una proposicién bicondicional P si y solo si @ es logicamente equivalente a
(Si P, entonces Q) y (si Q, entonces P).

Por lo tanto, para demostrar una proposicién de este estilo, debemos demostrar las dos proposiciones;
P = @ ((Si P, entonces Q) y Q = P (si Q, entonces P). Asi, la demostracién de una bicondicional tiene
el siguiente esquema:

Esquema de demostracion de una proposicién bicondicional

Proposicién 1.6.1. P <— Q.
Demostracion. (No olvidar que P <= Q= (P = Q) A (Q = P))
Demostrar P = @ (usando demostracién directa, por contradiccién, contrapositiva)

Demostrar Q = @ (usando demostracién directa, por contradiccion, contrapositiva) O
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1.7. Tipos de proposiciones

Podemos decir que hay tres tipos de proposiciones matematicas:

1. Proposiciones verdaderas (ya han sido probadas): Teoremas, lemas, corolarios y lo que lla-
mamos de manera redundante proposiciones.

2. Conjeturas: Una conjetura es una afirmacién o proposicién que se cree que es verdadera, pero que
aun no ha sido demostrada o verificada de manera rigurosa. En otras palabras, es una suposiciéon
o idea que se plantea como posible solucién a un problema o como una afirmaciéon que podria ser
cierta, pero que aun requiere una demostracién formal. Cabe mencionar que pueden resultar falsas.

3. Proposiciones falsas. Por ejemplo, «todos los niimeros primos son impares»es falso, pues el 2 es
par y es primo.

La dultima categoria nos lleva a la cuestién, jcomo probamos que una proposicion es falsa? Para
demostrar que una proposicion es falsa, es necesario encontrar un contraejemplo, es decir, un caso en el
cual la proposicién no se cumpla. En otras palabras, se busca encontrar una situacion, una configuracién
o un conjunto de valores que contradigan la afirmaciéon que se estd evaluando.

El proceso para demostrar que una proposicién es falsa generalmente implica lo siguiente:

1. Entender la proposicién: Comprender claramente cudl es la afirmacién o proposiciéon que se estd
evaluando. Es importante analizar todas las condiciones y suposiciones asociadas a la afirmacién
para tener una comprension precisa de lo que se esta afirmando.

2. Buscar un contraejemplo: Se procede a buscar un caso o una situacién especifica que contradiga
la afirmacién. Esto implica encontrar un conjunto de valores o condiciones que cumplan todas las
condiciones de la proposicién, pero que no satisfagan su conclusién. En otras palabras, se busca un
caso que muestre que la proposicién no se cumple en todos los casos posibles.

3. Presentar el contraejemplo: Una vez que se ha encontrado un contraecjemplo, se debe presentar
claramente y de manera precisa. Esto implica mostrar cémo los valores o las condiciones del contra-
ejemplo contradicen la afirmacién de la proposicién. Es fundamental proporcionar una descripcién
detallada y explicar por qué el contraejemplo es valido y como refuta la proposicion.

4. Concluir la falsedad de la proposicién: Basandose en el contraejemplo presentado, se puede concluir
que la proposicién es falsa, ya que se ha encontrado al menos un caso en el cual no se cumple.

Es importante tener en cuenta que la existencia de un contraejemplo es suficiente para demostrar que
una proposicién es falsa. Sin embargo, si no se puede encontrar un contraejemplo, no se puede concluir
que la proposicién es necesariamente verdadera. En ese caso, la proposicién puede requerir una prueba
rigurosa o puede necesitar ser evaluada en un contexto mas amplio.

En resumen, para demostrar que una proposicién es falsa, se busca encontrar un contraejemplo que
contradiga la afirmacion. Esto implica encontrar un caso especifico en el cual las condiciones de la pro-
posicién se cumplan, pero la conclusién no se satisfaga. Al presentar un contraejemplo vélido, se puede
concluir que la proposicién es falsa.
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Capitulo

Numeros reales

2.1. Axiomas de campo

Los nimeros reales son un conjunto fundamental en las matemaéticas que abarca una amplia gama de
valores numéricos utilizados para medir, contar y representar cantidades. Son un concepto fundamental en
casi todas las ramas de las matematicas, desde la aritmética bésica hasta el andlisis matemaético avanzado.

2.1.1. Axiomas de campo

Con la suma (4) y producto (-) conocido de los nimeros reales, enunciaremos las reglas del juego que
gobiernan en este conjunto, es decir, las propiedades axiomaticas de los niimeros reales.

Axiomas para la suma:

Cerradura: Para a,b € R,
a+0beR.

Asociatividad: Para a,b,c € R,
a+(b+c)=(a+d)+e

Existencia del neutro: Existe 0 € R tal que para todo a € R,

0+a=0=a+0.

Cerradura bajo inversos: Para cada a € R, existe —a € R tal que,
a+(—a)=0=(—a)+a.

Conmutatividad: Para a,b € R,
a+b=0>b+a.

Axiomas para el producto:

Cerradura: Para a,b € R,
ab € R.

Asociatividad: Para a,b,c € R,
a(bc) = (ab)e.

Existencia del neutro: Existe 1 € R tal que para todo a € R,

la =a =al.
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Cerradura bajo inversos: Para cada a € R — {0}, existe a~! := % € R tal que,
a(a™)=0=(a"Ya.

Conmutatividad: Para a,b € R,
ab = ba.
Axiomas de distributividad:

Distributividad por la izquierda: Para a,b,c € R,

a(b+c)=ab+aceR.

Distributividad por la derecha: Para a, b, c € R,

(a+b)c =ac+bec e R.

Los axiomas (las reglas del juego) mencionados previamente se cumplen en R, pero no son exclusivos
de ellos, mas bien tiene que ver con el concepto de «camporque no veremos aqui, pero no esta demas
mencionarlo. Ahora, bien, también es importante recordar las relaciéon de orden en los nimeros reales:

Definicién 2.1.1. Sean a,b € R. Denotaremos como a < b cuando b — a es un nimero real positivo o
cero y diremos que a es menor o igual que b.

Si queremos decir que b es més chico que a, entonces escribimos b < a (0 a@ > b), y queremos decir que
no hay posibilidad que sean iguales, entonces, diremos que a es estrictamente menor a b sia < by a # b,
similarmente, diremos que a es estrictamente mayor que bsi b < a (0o a > b) y a # b. Propiedades de estas
desigualdades:

Sean a,b,c € R.

= Si,a<b(a<b),entoncesa+c<b+c(a+c<b+c).

= Si, a <b (a <b), entonces

IN

a

o=

(

» Si,a<b(a<b),entoncesa—c<b—c(a—c<b—ec).
( 1y (la<ip)ysic>o.
(

)
)
)
)

= Si, a <b (a <b), entonces

o=
AV

17 (1 17y o
a> b (za>2b)sic<O.

Hay una propiedad de los ntimeros racionales sobre los reales y se llama densidad y basicamente lo
que dices es que entre cualquiera dos niumeros reales existe un niumero racional. Este resultado, tiene una
gran importancia, pues entre esta esta que cualquier nimero irracional puede ser aproximado por una
sucesién de racionales. El concepto de sucesidon la veremos mas adelante y solo serd como mencion.

16



Capitulo

Teoria basica de conjuntos y funciones

La teoria de conjuntos es una rama fundamental de las matematicas que estudia las propiedades y
relaciones de los conjuntos, que son colecciones bien definidas de objetos o elementos. La importancia de
la teoria de conjuntos en las matemaéticas se puede resumir en los siguientes puntos:

= Fundamentos de la matemdtica: La teoria de conjuntos proporciona los fundamentos y los cimientos
sobre los cuales se construyen muchas otras ramas de las matemaéticas. Es una base conceptual y un
lenguaje comun utilizado para formular y analizar diversas estructuras matematicas, como niimeros,
funciones, relaciones, algebra, geometria y calculo.

= Andlisis de estructuras matemdticas: La teoria de conjuntos permite analizar y describir las propieda-
des y estructuras de otros objetos matematicos. Por ejemplo, se utiliza para estudiar las propiedades
de los ntimeros, las relaciones entre conjuntos, las operaciones matematicas y las propiedades de las
funciones.

= Razonamiento logico y demostraciones: La teoria de conjuntos proporciona un marco riguroso para
el razonamiento légico y la construccién de demostraciones matemaéticas. Utilizando la notacién y
las reglas de la teoria de conjuntos, se pueden formular y probar teoremas matematicos de manera
precisa y coherente.

= Desarrollo de otras ramas de las matemdticas: La teoria de conjuntos ha influido en el desarrollo de
otras ramas de las matematicas. Por ejemplo, la teoria de conjuntos es esencial para la topologia,
el andlisis matemaético, la teoria de grafos, la l6gica matemaética y la teoria de la computacién.
Estas ramas utilizan los conceptos y las técnicas de la teoria de conjuntos para estudiar y resolver
problemas en sus respectivos campos.

= Aplicaciones en informdtica y ciencias: La teoria de conjuntos tiene aplicaciones en diversas areas,
como la informaética, la teoria de la computaciéon y las ciencias en general. Los conjuntos se utilizan
para representar datos, modelar problemas y disefar algoritmos. Ademads, la teoria de conjuntos
es fundamental en el estudio de la probabilidad y la estadistica, donde se utilizan conjuntos para
representar eventos y muestras.

Por lo tanto, la teoria de conjuntos es esencial en las matematicas porque proporciona los fundamentos
para el razonamiento 1égico, el anélisis de estructuras matematicas y el desarrollo de otras ramas de las
matematicas. Ademads, tiene aplicaciones en informética y ciencias, lo que la hace relevante en diversos
campos de estudio.

3.1. Conjuntos
Si bien existe una definiciéon axiomética de conjunto, nosotros no profundizaremos en ello, simplemente

se tratard de manera intuitiva. Es importante recordar que las operaciones A y V son operadores 16gicos
que denotan a «y»y «o»respectivamente, en esta seccion usaremos las dos ultimas, pero teniendo siempre
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en cuenta lo mencionado y méas atin las propiedades que cumplen, como asociatividad, conmutatividad
y distributivas, pues las usaremos en demostraciones.

Definicién 3.1.1 (Intuitiva). Un comjunto es una coleccion de objetos.

Por ejemplo, una coleccién de libros, de animales o de nimeros. Se usaran las letras mayusculas del
alfabeto A, B, C, ... para los conjuntos y las mintsculas a, b, ... para los elementos. Para especificar los
elementos de un conjunto se usaran llaves, por ejemplo

A ={a,b,c}.

Notacién: x € A se lee; x pertenece al conjunto A, y x ¢ A significa que x no pertenece al conjunto A
Algunos conjuntos importantes son;

= El conjunto de los nimeros naturales: Ng = {0,1,2,3,...} 6 N=1{1,2,3,...}.

= El conjunto de los nimeros enteros: Z ={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,... }.

= El conjunto de los niimeros racionales: QQ := {% ta,beZ,b+# 0}.

= El conjunto de los niimeros irracionales: Son los que no son racionales y su conjunto se denota como
I.

= El conjunto de los niimeros reales son la unién de todos lo anteriores y se denotaR .

B Ejemplos 3.1.2. 1) Sea el conjunto A ={1,3,5,7}. Se tiene que 5 € A y 6 ¢ A.
2) Sea A=1{1,4,9,16,...,n% ... }. En este caso 169 € A, pero 50 ¢ A.
3) El congunto de las letras de la palabra México es {M, é x,i,¢,0}.

Otros ejemplos importantes son los nimeros reales, que son los puntos de la recta, este conjunto se
denota por R; por otro lado el plano cartesiano

R? = {(2,y) : 2,y € R}

, asi como los puntos sobre la recta la recta y = 3z + 3.

El simbolo @ se usara para describir el conjunto que no tiene elementos; es este conjunto se le llama
conjunto vacio. Es conveniente usar condiciones para describir conjuntos (comprension):

m Ejemplos 3.1.3. = {0,2,4,6,8,...} ={n € N:n es par}
» {0,1,4,9,25,36,...,m? ...} ={neN:n=m?n €N es par}

3.2. Subconjuntos

Definicién 3.2.1. Sean A y B conjuntos, se dice que B es subconjunto de A, si cada elemento de B lo
es también de A, se denota B C A, en caso contrario se escribird B € A.

Obsérvese que si B C A, se tiene x € B = x € A, y viceversa, si para todo x € B se tiene x € A,
entonces B C A. En general, cuando la proposicién P se cumple si y sélo si se cumple la proposicién @,
escribiremos P <— Q.

Bajo esta notacion, la observacién anterior se puede reescribir asi
BCA < (reB=uzcA).

Si B C A, se puede escribir también A D B, y se dird que B estd contenido en A, o que A contiene a B.
También, usamos el simbolo C o & para excluir la posibilidad de que A = B.
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B Ejemplos 3.2.2. llustremos este concepto con los siguentes ejemplos:

1. Si A = {z : x es una golondrina}, B = {x : x es una ave} y C = {x : = es un reptil }, entonces
AC B, pero BZ C.

2. 85iA={neN:1<n<T}, B={2,3,7} y C ={2,3,8}, entonces B C A, pero B Z C.
3. El conjunto vacid 0 es subconjunto de cualquier conjunto (por vacuidad o simplemente por conven-

cion).

3.3. Operaciones con conjuntos

Al comparar dos conjuntos es conveniente pensar que ambos son subconjuntos de un mismo conjunto
fijo, llamado conjunto universal.

Definicién 3.3.1. La unidn de dos conjuntos A y B se define como el conjunto:
AUB={z:x€ A oz € B}.

En palabras simples, la uniéon de dos o més conjuntos consiste en todos los elementos presentes en
dichos conjuntos, sin duplicados.

B Ejemplo 3.3.2. Consideremos dos conjuntos: A = {1,2,3} y B = {3,4,5}. La unién es AUB =
{1,2,3,4,5).

Las propiedades siguientes son consecuencia inmediata de la definicién.
u) ACAUB, BC AUB,
uz) AU B = BU A (conmutatividad)
uz) (AUB)UC = AU (BUC) (asociatividad).

En virtud de la dltima observacién, iii), al denotar la unién de mds de dos conjuntos, no es necesario
escribir los paréntesis.

Definicién 3.3.3. La interseccion de dos conjuntos A y B se define como el conjunto:

AnNB={z:z€ Ayzec B}

Como consecuencia inmediata tenemos que
1) ANBC A, ANnBC B,
i2) AN B = BN A (conmutatividad)
i3) (ANB)NC = AN (BNC) (asociatividad).

En analogfa a la unidn, el inciso i3) nos dice que la interseccién de més de dos conjuntos, no es necesario
escribir los paréntesis.

A continuacién mostramos en diagramas de venn la unién e interseccién de dos conjuntos A y B.

A B A B

AUB ANB
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Proposicién 3.3.4 (Ley distributiva). Sean A, B y C' conjuntos, entonces se cumple
d) AN(BUC)=(ANB)U(ANCOC)
dy) AUBNC)=(AUB)N(AUC)
Dem.
Sean A, B y C conjuntos.
Veamos que d; se cumple:
r€AN(BUC) < z€Ayxe BUC
< x€Ay (xeBoxel)
< (r€AyzeB)o(zeAyxzel)
— z€(ANB)UANC).

Para ds:

r€e€AU(BNC) <= z€AozeBnC

< rzc€Ado(zeByxel)

< (x€AozxeB)y (xreAoxzel)
—

x€e(AUB)N(AUC).
Q.E.D

Otra manera de demostrar igualdad de conjuntos y la méas usada es probando por contenciones, es
decir, mostrar que el primer conjunto esta contenido en el otro y viceversa.

Podemos definir un conjunto universal como un conjunto predefinido que engloba a todos los conjun-
tos bajo discusién. En otras palabras, todos los conjuntos considerados son subconjuntos de este conjunto
fijo y mas amplio. Por ejemplo, al trazar graficos en el plano cartesiano (RQ), dicho plano actiia como
el conjunto universal, y todo lo que se encuentra dentro de €él son subconjuntos. Por lo tanto, las rectas,
parébolas, circulos, y otros objetos geométricos son subconjuntos de R2.

Definicién 3.3.5. Sea U un conjunto universal y A C U. El conjunto complemento o simplemente
complemento de A en U es el conjunto de elementos de U que no pertenencen a A, y lo denotamos por
A°, especificamente

A={zecU:x ¢ A}

Como primera observacion tenemos que el complemento de un conjunto varia si el universal donde
vive cambia, por ejemplo, el complemento de A = 1,2 en Uy = {-2,-1,0,1,2} es {—2,—1,0}, pero en
U, =Nes {3,4,5,...}.

Proposicién 3.3.6. Sea U un conjunto universal y A, B C U. Las siguientes propiedades se cumplen:
1) (A9)° =4,
2) AUA =T,
3) AN Ac =1,
4) ACB <= B¢ C A°.

Dem.
Sean A,B C U.

1) Tenemos:

x € (A9)° zeUyax¢ A°
x€Uy (xeUyze A
relUyzed

z € A

rret

por lo tanto, (A¢)° = A.
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2) Dado que A, A¢ C U, entonces AU A¢ C U.Por otro lado, si € U, entonces si ¢ A se tiene que
x € A* (por definicién), por lo tanto, U= AU A°.

3) Veamos que AN A° = 0. Si AN A° # (), entonces existe x € AN A°, es decir, z € Ay xz € A°, esto
es,z € Ay x ¢ A, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, AN A° = (.

4) Supongamos que A C B y sea x € B¢, entonces x ¢ B, en particular, x ¢ A, pues por hipétesis
A C B (pues si z estuviera en A, entonces estarfa en B por definicién de contencién lo cual no es
posible por hipétesis). Por lo tanto, z € A°.

Supongamos que B¢ C A¢. Por lo anterior, A = (A¢)° C (B°)° = B.

Q.E.D
Proposicién 3.3.7 (leyes de De morgan). Sean A, B,U conjuntos tal que A, B C U, entonces
(a) (AU B)¢ = A°nN B¢,
(a) (ANB)¢ = A°U B“.
Dem.
Sean A,B C U.
(a) Tenemos:
r€(AUB)’ < ¢ AUB < z2¢ Ayxz¢B
< rze€A°yzre B
= € A°NB°
Por lo tanto, (AU B)¢ = A°N B°.
(b) Tenemos:
r€(ANB)° < ¢ ANB < z2¢ Aox ¢ B
< rxcA°ozxeB°
= re€ A°UDB°
Por lo tanto, (AU B)¢ = A°N B°.
Q.E.D

Definicién 3.3.8. La diferencia entre dos conjuntos A y B se define como sigue:

A-B:={z:z€Ayax¢ B}
También se usa la notacién A\ B para la diferencia de conjuntos.

Proposicién 3.3.9. Sean A, B y C conjuntos. Se cumple;
A-BNC=(A-B)U(A4-0)

Dem.
Sean A, B y C conjuntos.

r€A—-(BNC) <= z€Ay(x¢BNC) < z€Ay(x¢Box¢C)
— (x€Ayxé¢Blo(xeAyx¢O)
<— (x€Ayzxé¢B)o(xecAyx¢C)
< r€A-BorxeA-C < z€(A-B)UA-0C).

Por lo tanto, A— B:={z:x € Ay x ¢ B}

21



Q.E.D

Si operamos con conjuntos en relaciéon a un conjunto universal, la demostracién de la proposicién
previo se vuelve més sencilla e incluso es posible obtener una equivalencia en la definicién de la diferencia
entre conjuntos.

Proposicién 3.3.10. Sean A, B,CU conjuntos tales que A, B,C C U. Se cumplen las siguientes:
(1) A—-B=AnN B¢,
(2) A—-(BNC)=(A-B)U(A-0C).

Dem.
Para (1) tenemos:

r€EA-—B < x€Ayx¢B < r€AyreB® < xe€ ANB°.

Por lo tanto, © € AN B¢. Para dos, consideraremos el inciso (1) ya demostrado, también las leyes de De
Morgan y propiedades distributivas.

A—(BNC)=AN(BNC)*=AN(B°UC®) =(ANB°)U(ANC®)
—(A-B)U(A-O).

Q.E.D

Se puede hacer demostraciones usando las propiedades anteriores, pero eso ya se deja a la imaginacién
del lector.

Finalmente, hablemos de un conjunto importante que colecciona todos los subconjuntos de un conjunto

dado.

Definicién 3.3.11. Dado un conjunto A. El conjunto potencia de A, se denota y describe como;

P(A):={S:5C A}.

B Ejemplo 3.3.12. si A = {1,2}, entonces el conjunto potencia de A, P(A), seria:
P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}
El conjunto potencia de A incluye el conjunto vacio 0, los conjuntos

3.4. Producto cartesiano

El producto cartesiano es uno de los conceptos importantes de la matemaética, pues de este emanan
conceptos como relacion y funcién. Para tratarlo, es necesario el concepto de par ordenado.

Definicién 3.4.1. Un par ordenado de una pareja de objetos matemdticos «a», «b»es el conjunto
{{a},{a,b}} y lo denotamos como (a,b).

En otras palabras, un par ordenado (a,b) hace la distincién de orden secuencial entre «a»y «b».

Obsérvese que (a,b) # (b, a), pues {{a}, {a,b}} # {{b}, {b,a}} (siempre que a # ).

Proposicién 3.4.2. Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) son iguales si y soloa=c yb=d.

Dem.
Dividiremos nuestra demostracién en dos =) y <):
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=) Supongamos que (a,b) = (c,d). Entonces {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}}, Asi,

{a} = (M{{a} {a,0}} = N{{e}. {e, d}} = {c},
por lo que a = ¢. Por la misma igualdad inicial; {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}} se sigue que
{{a,0}} = {{a},{a,0}} — {{a}} = {{c}, {c;d}} = {{c}} = {{c,d}}
Se tiene que {a,b} = {c, d}.Hay dos casos;

e |{a,b}| = |{c,d}| =1, en este caso a = b y ¢ = d y por transitividad se concluye que b = d.

e |{a,b}| = |{c,d}| = 2, en este caso, obtenemos
{0} = {a,b} —{a} = {c,d} — {c} = {d}
Por tanto, b = d. Se concluye que (a,b) = (¢, d).

<) Sia=cyb=d, entonces {a} = {c} y {a,b} = {c¢,d}, por lo que {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Por
lo tanto, (a,b) = (¢, d).

Q.E.D

Definicién 3.4.3. Sean A y B conjuntos, el producto cartesiano de A y B es el conjunto denotado
por A x B y consta de los pares ordenado (a,b) donde a € A y b € B, es decir,

Ax B:={(a,b):a€ A,be B}.

B Ejemplos 3.4.4. Ilustremos el producto cartesiano con los siguientes ejemplos:

= Si A={1,2} y B={a,b}, entonces el producto cartesiano A x B seria:
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}
» Si A={1,2} y B={x,y,z}. El producto cartesiano A x B es:
Ax B ={(1,2),(1,y),(1,2),(2,2),(2,9),(2 2)}
» SiA=Ny B=N, entonces el producto A x B es N x N y se describe como sigue:

N xN={(n,m):n,m € N}.

= Si consideramos los conjuntos A y B como los conjuntos de nimeros reales R, el producto cartesiano
A x B se representa como R X R y que conocemos como plano cartesiano y es descrito como:

RxR={(z,y):x,y € R}.

3.5. Relaciones

Definicién 3.5.1. Sean A y B conjuntos. Una relacion R entre A y B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B, es decir, RC A x B.

B Ejemplo 3.5.2. consideremos los conjuntos A = {1,2} y B = {x,y}, su producto cartesiano es;

AxB= {(1737)» (17:‘/)7 (27.%‘), (Z,y)}.
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Veamos todos las relaciones entre A y B. Qué por definicion es cualquier subconjunto de A X B:

Ry = Ry ={(1,9),(2,2)}

Ry = {(1,2)} Rio ={(1,9).(2,9)}

Ry ={(1,y9)} R ={(2,2),(2,9)}

Ry ={(2,2)} Riz ={(1,2),(1,y),(2,2)}

Rs ={(2,9)} Ris ={(1,2),(1,y),(2,9)}

Re ={(1,2),(1,y)} Ry ={(1,2),(2,2),(2,y)}

Ry ={(1,2),(2,2)} Ris ={(1,9),(2,2),(2,y)}

Rs ={(1,2),(2,9)} Rig ={(1,2),(1,),(2,2),(2,9)}

Hemos dicho e ilustrado que una relacién entre dos conjuntos A y B es cualquier subconjunto de A x B,
entonces el conjunto potencia de A x B colecciona todas las relaciones entre A y B. Al subconjunto ()
se llama relacién vacia. En general, para una relacién R C A x B se usa la la nomenclatura aRb, para
indicar que (a,b) € R.

Definicién 3.5.3. El dominio de una relacion R C A X B se define como:

D(R):={a€ A: existeb € B tal que (a,b) € R}.

B Ejemplo 3.5.4. Veamos el dominio de cada relacion del ejemplo 3.5.2.

D(Ry) =0 D(Ry) = {1,2}
D(Rg) = {1} D(Ryo) = {1,2}
D(R3) = {1} D(R11) = {2}

D(R4) = {2} D(R12) = {1,2}
D(Rs) = {2} D(Ry3) = {1,2}
D(Rg) = {1} D(Ry4) = {1,2}
D(R7) = {1,2} D(Ri5) = {1,2}
D(Rs) = {1,2} D(Ri6) = {1,2}

Definicién 3.5.5. La imagen de una relacion R C A x B se define como:

Im(R):={be€ B : eziste a € A tal que (a,b) € R}.

B Ejemplo 3.5.6. Veamos el dominio de cada relacion del ejemplo 3.5.2.

Im(Ry) =10 Im(Ry) = {z,y}
Im(Ry) = {z} Im(Rio) = {y}

Im(R3) = {y} Im(R11) = {z,y}
Im(Ry) = {z} Im(Ri2) = {z,y}
Im(Rs) = {y} Im(Ri3) = {z,y}
Im(Re) = {z,y} Im(R14) = {z,y}
Im(R7) = {z} Im(Ry5) = {z,y}
Im(Rs) = {z,y} Im(Ri6) = {z,y}

El codominio de R C A x B es B. Obsérvese que en general Im(R) C B.
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3.6. Funciones

Las funciones son una subclase de las relaciones. Es un caso especial y que podriamos decir que es de
los objetos que més usamos en ciencias béasicas e ingenieria.

Definicién 3.6.1. Sean A y B conjuntos y R C A x B. R es una funcion si cumple:
(1) D(R) = A,
(2) Si (a,1), (a,9) € R, entonces y; = ys.

La primera condicién de la definicién 3.6.1 nos dice que
Ve e A,Jy € Bo(z,y) € R.

Para darle lectura a esto, es necesario saber el significado de cada simbolo; V significa «para todo», 3
significa «existe»y 2 significa «tal que». Por lo que, el enunciado matematico previo se lee: «Para todo
xz en A, existe y en B tal que (z,y) es elemento de R». En otras palabras, cada elemento de A debe
estar emparejado con algin elemento de B. La segunda condicién no dice este emparejamiento debe ser
unico, es decir, que cada elemento de A esta emparejado con un unico elemento de B. De modo que en
una funcién R, si (a,b) € R, entonces b queda totalmente determinado por a y por ello en lugar de de b
colocamos R(a) y se suele llamar la imagen de «arbajo R, y también conocemos esta asociacién como
Regla de correspondencia. Por lo general, denotamos una funcién partiendo de la letra f que es la
inicial de funcién. Ahora, por todo lo mencionado es comun denotar la pareja a — f(a), para indicar la

. . ‘s f
pareja (a, f(a)), y aunando a ello, es conveniente usar la notacién f : A — B (a veces se usa A — B)para
denotar la funcién f, que nos indica que cada elemento de A esta asociado a un elemento de B. El dominio
y codominio de f son exactamente el dominio y codominio como relacién.

B Ejemplos 3.6.2. Ilustremos el concepto de funcion con los siguientes ejemplos:

= Retomando el ejemplo 3.5.2 con A = {1,2}, y B = {z,y}. Considerando el ejemplo 3.5.6 y
el primer inciso de la definicion de funcion, se sigue que los unicos candidatos a funcion son
R7, Rg, Rg.R10, R12, R13, R14, R15, R16- Y por el inciso 2 vemos que R7, Rg, Rg, R1g son funciones,
pero Rya, Ri3, Ri4, R15, R1g mo lo son, pues por ejemplo Rio tiene como elementos a (1,2) y (1,y),
pero x se supone distinto de y, por lo que no cumple la seqgunda condicion para ser funcion, el resto
tienen elementos similares.

» Para A es un conjunto no vacid. La relacion ids : A — A con regla de correspondencia dada por

ida(z) =z, es una funcidn y es llamada funcién identidad.

Si bien una funcién es una relacién y una relaciéon es un subconjunto de un producto cartesiano,
entonces la igualdad de funciones se reduce a la igualdad de conjuntos. Sin embargo, puede haber métodos
mas practicos o manejables para determinar si una funcion es igual a otra.

Proposicién 3.6.3. Sean A, B,C, D conjuntos y f C Ax B, g C C x D funciones. Entonces, f = g si
y solo si

(a) A=C,
(b) B =D (este es mds por la arbitrariedad de la imagen de una funcidn),
(¢) fla) =g(x), Vo € A.

Dem.
Dividiremos nuestra demostracién en dos =) y <):

<) Supongamos que se cumplen:

(a) A=C,
(b) B =D,
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(c) fla) =g(x), Vo € A.
Si (z, f(x)) € f, entonces como x € A = C'y f(x) = g(z), se sigue que (z, f(z)) € g, es decir, [ C g.

Probar que g C f es totalmente andlogo, por lo tanto, f = g.

=) Supongamos que f = g, entonces A = D(f) = D(g) = C y Im(f) = Im(g). Ademds, Im(f) C By
Im(g) € D y considerando el hecho de que dichas imdgenes pueden cubrir totalmente el codominio,
es natural exigir que B = D, finalmente veamos que se cumple (¢): sea x € A = C,entonces
(2,9(2)) € g ¥ (&, f(x)) € f, pero como f = g, se sigue que (z,g(2)), (z, (z)) € f, y por ser
funcién, se concluye que f(z) = g(x).

Q.E.D
La proposicién previa 3.6.3 nos permite reformular el concepto de funcién como: Una funciéon f consta

de un conjunto A llamados dominio, un conjunto B llamado codominio y una regla de correspondencia
f: A — B que a cada elemento del conjunto A le asocia uno y sélo un elemento de B.

Recordemos que si f C A x B es una funcién, entonces
Im(f) = {b e B: existe a € A, tal que (a,b) € f}
pero como f es funcién, entonces b = f(a), por lo tanto, podemos reescribir este concepto como sigue:

Im(f) ={be B: existe a € A, tal que f(a) = b}

3.7. Composiciéon de funciones

Si el codominio de una relacién coincide con el dominio de otra relacién entonces se puede construir
una nueva relaciéon

Definicién 3.7.1. Sean A, B,C conjuntos, RC Ax B y S C B x C. La relacién R compuesta con (o
seguida de) S es la relacion denotada y definida como sigue:

SoR;={(a,c): existe b€ B tal que (a,b) € R y (b,c) € S}.

Observe que el orden es muy importante. Esa es la definicién general para una relacion, pero en el
caso especial de funcién, queda como sigue (una vez simplificando lo que se requiera simplificar como: la
notacion, etc.):

Definicién 3.7.2 (Composicién de funciones). Sean f: A — B y g: B — C funciones. La funcién f
compuesta con (o seguida de) g es la funcién con dominio A, codominio C y regla de correspondencia

z == g(f(x)), para todo x € A.

Y es denotado por go f, es decir, go f : A — C dado por go f(z) = g(f(x)).

B Ejemplos 3.7.3. Veamos los sigutentes casos:

s Sean f : R — R dado por f(x) = 23 +1 y g : R — R dado por g(x) = x + 1, entonces las
composiciones fog y go f estdn dadas por:

e fogle)=flg(z)) = flx+1)=(z+1)> +1=2" +32® + 3z +2
e gof(z)=g(f(z) =g(a®+1) = (2° +1) + 1 = 2 +2

Este ejemplo muestras que la composicion no es «conmutativas.
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= Si Ay B son dos conjuntos y f : A — B una funcidn, entonces

foida=fyidgog=yg

Proposicién 3.7.4. Sean f: A— B, g: B— C yh:C — D funciones, entonces

ho(gof)=(hog)of.
Es decir, la composicion es asociativa, por lo que podemos hacer caso omiso a los paréntesis.

Dem.
Ambas composiciones tienen el mismo codominio A y codominio D, por lo que para probar la igualdad
basta con verificar la regla de correspondencia, por ello, sea z € A.

ho(go f)(z) =h((go f)(x)) =hlg(f(x))]

(hog)o f(z)=(hog)(f(z)) = hlg(f(x))].

Esto prueba lo deseado.

Q.E.D

Definicién 3.7.5. Sea f: A — B una funcion.

= Si existe una funcion g : B — A tal que go f =1id 4, entonces a g se le llama inversa izquierda de

f-
= Si existe una funcion g : B — A tal que fog =idp, entonces a g se le llama inversa derecha de f.
Para dar un ejemplo usaré las siguientes funciones:
Definicién 3.7.6. En Z.
» La funcidn techo esta definida como [ | : Z — Z y dado por [z] =min{z € Z:z < z}

» La funcidn piso esta definida como | | : Z — Z y dado por |z] = mix{k € Z : k < x}

= La funcién entero esta definida como || :Z — Z y dado por
] six>0
[z] = :
[z] siz<O

B Ejemplo 3.7.7. Sea f : Z — 7 dada por f(z) = 2z y g : Z — Z dada por g(z) = [5], veamos

quienes son fogygo f: P z
fosx =1 ([3]) =2[3]

Si z = 3, entonces % =15 y [1.5] =1, por lo que f o g(3) = 2. Es decir, f no es inversa izquierda de
g y g no es inversa derecha de f. Sin embargo,

g0 f(2) = g(22) = [222} — o] = 2 = ida(2).

Por lo que, f es inversa izquierda de g y g es inversa derecha de f.

Cabe resaltar que este ejemplo 3.7.7 muestra que es posible tener inversas izquierdas o derechas sin
que necesariamente sean ambas al mismo tiempo.
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Definicién 3.7.8. Sea f: A — B una funcion. Cuando existe g : B — A funcion tal que fog=idp
ygo f=1ida, decimos que f es invertible y que g es su inversa.

B Ejemplo 3.7.9. Sea f : R — R dada por f(x) =2z y g : R — R dada por g(x) = % . Es facil,
mostrar que se cumple lo deseado.

Teorema 3.7.10. Sea f : A — B Una funcion. Si g1,92 : B — A funciones tal que g1 es inversa
1zquierda y g2 es inversa derecha de f, entonces g1 = g2, es decir, f es invertible.

Dem.
Por definicién de inversa izquierda y derecha, tenemos que: g1 o f =ida y f o g = idp. Asi,

gi=g1oldg=g10(fogs) =(g10f)ogs=1daogs = go.
Por lo tanto, f es invertible.

Q.E.D
Corolario 3.7.11. Si f: A — B es invertible, entonces su inverso g : B — A es inico.

3.8. Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas
Definicién 3.8.1. Una funcion f : A = B se llama inyectiva si para todo x1,xr2 € A, tales que
Ty # T2, se tiene f(x1) # f(z2).
B Ejemplos 3.8.2. Veamos unos ejemplos:
=Rz f(x) =2+ 1€R, es inyectiva.
» Z3x g(z) =32 € Z, es inyectiva.

s Rozds h(z) = 2% € R NO es inyectiva, pues f(1) =1= f(-1) y 1 # —1.

Tomamos las proposiciones P : x1,x2 € A, con x1 # x2y Q : f(x1) # f(x2), entonces probar que f es
inyectiva, es mostrar que P = @, o similarmente =@ = —P, es decir, Si f(z1) = f(z2), entonces x1 = x3,
cualquiera de estas se puede usar para probar lo deseado, sin embargo, la dltima es la mas usada.

B Ejemplo 3.8.3. Veamos que f : R «— R dada por f(x) = 2x + 3 es inyectiva. Supongamos que
f(z) = f(y), es decir, 2z +3 =2y + 3, asi

1 1
2x+3—3:2y+3—3:>5(2x):§(2y):>x:y.

Definicién 3.8.4. Una funcidn f: A — B se llama sobreyectiva (o sobre) si para todo y € B, existe
x € A, tal que f(x) =1y .

B Ejemplo 3.8.5. Retomando los ejemplos 3.8.2 tenemos:
= [ es sobre, pues para y € R arbitrario, f(y—1)=(y—1)+1=y.
= g no es sobre, pues 1 € Z, pero no existe entero z tal que 3z = 1.

= g no es sobre, pues no existe real x tal que r? = —1.
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Definicién 3.8.6. Una funcién f: A — B se llama biyectiva si es inyectiva y sobre.
Por lo que en nuestros ejemplos 3.8.2 se tiene que f es biyectiva.

Teorema 3.8.7. Una funcion f: A — B es biyectivas si y solo si es invertible.

Dem.
Si f es biyectiva, se define g : B +— A de la manera obvia: para cada b € B por sobreyectividad existe
a € A tal que f(a) = by por inyectividad a es dnico, asi, se define g(b) = a. Entonces,

fogb)=f(g(b)) = fla) =by go f(a) = g(f(a)) = g(b) = a.

Es decir, fog = idg y go f = ida, por lo tanto, f es invertible. Ahora, mostremos la veracidad del
reciproco, supongamos que f es invertible, entonces existe g : B +— A tal que fog=1idg y go f =idya,
veamos que f es inyectiva y sobre:

= Supongamos que f(a1) = f(az), entonces a; = g(f(a1)) = g(f(az)) = az, es decir, f es inyectiva.
» Sea b € B. Tomamos a = g(b), se sigue que f(a) = f(g(b)) = b, Es decir, f es sobre.
Por lo tanto, f es biyectiva.

Q.E.D

Proposicién 3.8.8. Sean f: A— B yg: B — C funciones.
(1) Si f,g son inyectivas, entonces go f: A — C es inyectiva.
(2) Si f,g son sobre, entonces go f: A — C es sobre.

Dem.
Sean f: A— By g: B — C funciones.

(1) Supongamos que f,g son inyectivas y sean aj,as € A tal que g o f(a1) = g o f(az2), entonces
g (f(a1)) = g (f(az)). Por inyectividad de g, tenemos que f(a1) = f(az) y por los la inyectividad de
f se sigue que a1 = as. Por lo tanto, g o f es inyectiva.

(2) Supongamos que f, g son sobres y sea ¢ € C. Dado que g es sobre, se sigue que existe b € B tal que
g(b) = C y por ser f sobre, se sigue que existe a € A tal que f(a) = b. Asi, go f(a) = g(f(a)) =
g(b) = c¢. Por lo tanto, g o f es sobre.

Q.E.D

3.9. Principio de Induccién Matematica

Terminamos estas notas con hablando del método de demostraciéon conocido como Induccién ma-
tematica. La inducciéon matemadtica es un método que se utiliza para demostrar que una afirmacién o
propiedad es verdadera para todos los niimeros naturales. La idea principal detras de la induccién ma-
tematica es establecer un argumento que garantice que si la afirmacion es verdadera para un nimero
natural dado, también lo serd para el siguiente niimero natural.

Demostracién por induccién matemaética: Sea S C N no vacié. Si se cumple:
(1)oesS.
(2) Si {0,1,...,n} C S, entoncesn+1€ S.
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Concluimos que S = N.

El paso (1) se llama caso base y consiste en probar que cierta afirmacién es verdadera para el nimero
mas pequeno de la secuencia, generalmente el nimero 0 o el nimero 1. Esto sirve como base para el
razonamiento inductivo. Es esencial demostrar que la afirmacién es verdadera para este caso base. El
paso (2) se llama paso de induccién en este se asume que la afirmacién es verdadera para un niimero
natural n dado, lo cual se conoce como la hipdtesis de induccién. Luego, se demuestra que la afirmacién
también es verdadera para el nimero n 4+ 1, es decir, se demuestra que si la afirmacién es verdadera para
n, entonces también lo serd para n + 1.

En resumen, la induccién mateméatica es un método de demostraciéon que consta de un caso base y
un paso de induccién. Se demuestra que la afirmacién es verdadera para el caso base y luego se muestra
que, si es verdadera para un nimero dado, también lo serd para el siguiente niimero. Esto establece que
la afirmacién es verdadera para todos los niimeros naturales sucesivos a partir del caso base. La induc-
cién matematica es una herramienta poderosa y ampliamente utilizada en matemadticas para demostrar
teoremas y propiedades.

Si bien hablamos de una afirmacion, pero en el método solo aparece un subconjunto S, entonces ;como
relacionamos una afirmacién con dicho conjunto? Para ver como se usa este método lo ejemplificaremos
con el siguiente ejemplo:

B Ejemplo 3.9.1. Demuestre que 0+1+2+3+---+n= w

Dem.
SeaSz{nEN:1+2+3+-~-+n:%}.

_0(0+1) 4 1(1+1)
(1) Claramente, 0,1 € S, pues 0 = =5— y0+1=1= =5-.

(2) Supongamos que {0,1,...,n} CN. Veamos que n+ 1 € S. Tenemos que n € S, es decir,

1
1+2+3+~~+n:ﬁﬁgil
FEntonces,
n(n+1 n(n+1 2(n+1
1+2+3+~-+n+0%+U:4L342+n+1: (2 )4 (2 )
_nn+1)+2n+1)  (n+1)(n+2)
B 2 B 2
~(n+D((n+1)+1)
5 .

Por lo tanto, n+1€ S.

Por el principio de induccion matemdtica,s e concluye que S = N, es decir, para toda n € N, se cumple

04+ 14243+ +n="2

Q.E.D
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Capitulo

Funciones elementales y sus graficas

Las funciones elementales son un conjunto fundamental de funciones mateméticas que desempenan
un papel crucial en diversas ramas de las matematicas y en aplicaciones préacticas. Nosotros hablare-
mos generalmente de las siguientes categorias: algebraicas, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas e
hiperbdlicas.

Las funciones algebraicas incluyen polinomios y fracciones racionales.

Las funciones exponenciales estan relacionadas con exponentes y potencias. Se caracterizan por tener
una variable en el exponente, y son fundamentales en el estudio de fenémenos que crecen o decrecen de
manera exponencial.

Las funciones logaritmicas son inversas de las funciones exponenciales. Representan el logaritmo de
un ndmero y son esenciales para resolver ecuaciones exponenciales y para trabajar con magnitudes que
varian en 6rdenes de magnitud diferentes.

Las funciones trigonométricas estan relacionadas con los dngulos y las razones entre los lados de un
tridangulo. Son fundamentales en geometria, fisica y otras disciplinas cientificas, y se utilizan para describir
fenémenos periédicos.

Las funciones hiperboélicas son analogas a las funciones trigonométricas, pero estdn definidas en térmi-
nos de exponenciales. Aparecen en una amplia gama de contextos matemaéticos y fisicos, especialmente
en problemas que involucran sistemas dindmicos y fenémenos oscilatorios.

Estas cinco categorias de funciones elementales son herramientas esenciales en el arsenal matematico
que todo estudiante de Ciencias Bésicas e Ingenieria debe manejar como cultura general. Ya qué sus
aplicaciones se encuentran en una gran variedad de campos, desde el célculo y el dlgebra hasta la fisica,
la ingenieria y la estadistica. Su comprensiéon y manipulacién son fundamentales para resolver problemas
complejos y modelar fenémenos del mundo real.

4.1. Grafica de una funcion

Entender una funcién de manera abstracta es muy importante, pero también es de gran ayuda si
pudiéramos visualizarlo y eso es muy importante en ingenieria.

Definicién 4.1.1. Si f: A — B es una funcidn, entonces su grdfica se define como:
Gy ={(z, f(z)) : x € A}.

Dada una funcién f : A «— B, para visualizar su gréfica, lo uinico que debemos hacer es ubicar los
punto de Gy sobre el producto cartesiano en la que emana dicha funcién. Por ejemplo, en R2.

B Ejemplos 4.1.2. Consideremos la siguiente funcion |0] : R — R, dada por

x, stx >0
|z| := :
-z, stx <0
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Es decir, lo que es positivo lo deja igual y lo que es negativo lo hace positivo, esta funcion recibe el nombre
de valor absoluto (esta funcion es muy importante). Veamos su grdfica:

3~
Y

En estas notas, no reduciremos a funciones cuyo dominio es un subconjunto de los niimeros reales R.
Muchas funciones en matematicas se construyen a partir de otras mas simples a los que llamaremos funcio-
nes de «bloques de construccién». Por ejemplo,realizando operaciones como: Suma, resta, multiplicacion,
divisién y composicién podemos obtener nuevas funciones.

Proposicién 4.1.3. Sean A,BCR y f,g: A — B funciones. Las siguientes son funciones:
s A> 2 f@) +g(2) € B,
. Aam'fi)f(x)—g(x)eB,

/I ELN f(z)g(z) € B,

i
" Az ﬁfi? € B siempre que g(x) # 0 para todo z € A.

s Sih: X — A con X CR, entonces X 3>« EALN f(h(z)) € B es funcidn.

Las anteriores son formas de obtener nuevas funciones, aunque no son las Unicas si que son muy
importantes. En las préxima secciones iniciamos con el desglose de las funciones elementales.

4.2. Funciones algebraicas

La palabra ”variable” se utiliza en matematicas para representar elementos que pueden cambiar o
adoptar diferentes valores. En un contexto matemaético, una variable es un simbolo utilizado para re-
presentar una cantidad desconocida o que puede variar en una determinada situaciéon o problema. La
introduccién de variables permite expresar relaciones y ecuaciones en términos generales.

Definicién 4.2.1. Sean z1,...,zvariables. Un monomio es un productos de potencias de las x}s con
coeficiente un nimero real, es decir, es de la forma

cxit--xp* dondec € R ymny,...,n, €N,

El grado de un monomio se define como la suma de sus potencias, esto es, gr(czy* -x*) = ny+---+ny.

Un polinomio en varias variables x1,...,x, es una suma de monomios. Y el grado del polinomio se
define como el grado més alto de us monomios.
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Definicién 4.2.2. Un polinomio de grado n con k variables x1,. ..,z se escribe como:

n n
p(xy,...,xp) = E O AL L
ni+-+nE<n

Donde los an, ... n, €R.

En el caso de tener una sola variable o dos, es comin usar tinicamente x y x,y, respectivamente,
aunque claro se puede usar cualquier letra para representar las variables correspondientes.

Polinomio de una variable x:
p(z) = anx™ + ap_12" " 4 - 4 arz + ag.

Polinomio de dos variables variable z, y:

1

P(@,Y) = Qo™ + an1,12" "y + +an—202" " 1y? - +ago.

Nos dedicaremos mayormente al estudio de los polinomios de una variable. Veamos los ejemplos mas
comunes:

Grado cero a funcién contante
Primer grado ax+0b funcion lineal
Segundo grado az?® + bz + ¢ funcién cuadrarica
Tercer grado ar® + bz’ +cx+d funcién cubica

No tenemos ain mucha herramienta para graficarlas, pero podemos darnos una idea de como son
si empezamos a darle valores a z, es decir, realizar el método de tabulacién. Veamos unos ejemplos de
graficas.

De manera formal, si A y B son conjuntos no vacios, entonces una funcién constante se define como
sigue: sea a € A fijoy f: A= B dada por f(z) = a para todo x € A. Si pensamos en algo mucho més
concreto como que A C R, B =R y a = 2, entonces la gréfica se ve como sigue:

10 WY
.
X
5 0 1 5
| @
ol

De manera similar, para el caso de funcién lineal, si A =R, B=R, a =2y b =1, entonces la regla
de correspondencia es f(x) = 2z — 2 y si grafica se ve como sigue:
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10 %

—10 *

Para la funcién cuadratica, sea A =R, B=R, a =3,b = —2,¢ = —1, entonces la regla de correspon-
dencia es f(z) = 322 — 2z — 1 y si grafica se ve como sigue:

10 %
Y

9 1 I 2

f(z)=32% -2z -1

—10 -

Finalmente, para la funcién cubica. Sea A =R, B=Rya =1,b =c¢ = d = 0, entonces la regla de
correspondencia es f(x) = 2% y si grafica se ve como sigue:

10 %
Y

—10

Sean p(z) = apz™ + an_12" '+ +arz+ag y q(z) = bya™ +by_12" "+ + bz + by polinomios,
entonces podemos realizar, suma, resta, producto de esto como sigue (considerar que 2 := 1):
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= Suma de polinomios:
= Resta de polinomios:

= Producto de polinomios:

2n 1
p(z)q(z) = Zcixi,, donde ¢; = Z arbi_1.
i=0 k=0

B Ejemplo 4.2.3. Sea P(x) =223 — 22 + 3z +1 y Q(x) = 422 + 22 — 1 polinomios.
= Suma:

P(z) + Q(z) = (22° — 2° + 32 + 1) + (42 + 2z — 1)
=223 4+ 322 + bz

= Resta:

P(z) — Q(z) = (22 — 2 + 3z + 1) — (42® + 22 — 1)
=22° — 52 + x4 2

s Producto:

P(x)-Q(z) = (20 —2? + 32 + 1) - (42 + 22 — 1)
= 82° + 4zt — 223 — 42* — 22% + 2% + 1223 + 62° — 3z + 42% + 22 — 1.
=8z° + 8% + 1122 — 2z — 1.

Claramente, podremos hablar de suma, resta y producto de polinomios en varias variables, pero la
notacién se complica un poco més. Por otro lado, nos falta introducir el cociente entre polinomios, més
sin embargo, para esto, es necesario introducir en concepto de funcién racional.

Definicién 4.2.4. Una funcidén racional de varias variables f(z1,...,x,) se define como el cociente
de dos polinomios, es decir, es de la forma:

) (T, )
f('L'la"w:L'n)* q(.ﬁl,...,In)'

En particular, una funcién racional en una variable se ve como 5 Ef; Es importante mencionar que el
dominio de una funcién racional excluye todos los valores de la variable para los cuales el denominador

€S cero.

B Ejemplo 4.2.5. Sip(x) =2—3 yq(z) =x+5, entonces f(x) = % tiene como dominio a R —{—5}.

: : . z=3 8
Us.ando el ejemplo previo y con unos C‘uE‘%I'ltOS calcul?s, po‘demos mostrar que =5 ©8 igual a 1 — 15 Y
esto tiene que ver con el concepto de divisién de polinomios y ademés del algoritmo que usamos para

realizarlo.
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Teorema 4.2.6. Sean u(x) y v(x) polinomios con gr(u(z)) > gr(v(z)) y v(z) # 0. Entonces, existen
q(z),r(x) polinomios tales que

Donde gr(r(z)) < gr(v(x)).
A los elementos u(z),v(x), g(z) y r(x) se les llama dividendo, divisor, cociente y residuo, res-
pectivamente. Para encontrar los polinomios ¢(z) y r(x) se implementa un algoritmo llamado algoritmo

de la divisién que emana de la demostracion del teorema previo.

B Ejemplo 4.2.7. Dividir 322 +x —1 por z + 1

322 +zx—1|z+1
— 322 -3z 3r—2

—2x—1
2x+ 2
1

Los polinomios més simples no triviales son los lineales, es decir, de la forma = — a. ;Como se ve un
polinomio al dividirlo por uno de estos?

Teorema 4.2.8 (Teorema del resto). Sea p(x) un polinomio de grado n > 1 y o € R. Entonces, existen
q(x) polinomio y R € R tales que
p(z) = (z — a)g(z) + R

, donde R es constante. Ademds, p(o) = R.

Dem.
Por el algoritmo de la divisién, se sigue que existen g(x),r(z) polinomios con gr(r(z)) < gr(z — a) =1
tales que

p(z) = (z —a)q(z) +r(z),

y como gr(r(x)) < 1 se sigue que gr(r(z)) = 0, es decir, r(x) = R € R. Esto prueba lo deseado.

Q.E.D
El teorema del resto también lo podemos representar como:
f(—w)a :q(x)+x]—%a'

En el ejemplo previo, podemos observar que 322 + 2 — 1 = (z + 1)(3z — 2) + 1, en este caso,a = —1,

3x —2=g¢q(xz) y R=1. Un caso especial es cuando R = 0 y tiene un nombre especial.

Definicién 4.2.9. Sea p(x) un polinomio y o € R.
=« es un cero de p(x) sip(a) =0.
= a es una raiz de la ecuacion p(x) =0 si es solucion de la misma.

= 2 — « es un factor de p(x) si existe un polinomio q(x) tal que p(z) = (x — a)gq(x).

Obsérvese que estos conceptos van muy bien de la mano, pero es importante distinguir cada termino,
pues hacen referencia a diferentes situaciones.

B Ejemplo 4.2.10. Consideremos el polinomio como antes p(x) = 2% — 5x + 6, entonces

» v =2 es un cero de p(x), pues p(2) =22 —5(2) +6 = 0.

36



m =2 es un raiz de la ecuacion p(x) = 0.

» z—2 es un factor de p(z), pues p(x) = (x — 2)(z — 3).

Teorema 4.2.11 (Teorema del factor). Sea p(x) un polinomio. Si p(a) = 0, entonces x — o es un factor
de p(x).

Una pregunta natural es, jse puede dividir cualquier polinomio en factores lineales? La respuesta es
afirmativa.

Teorema 4.2.12 (Teorema Fundamental del Algerba). Sip(x) es un polinomio de grado n con coeficientes
reales (o complejos), entonces existe ¢, aq, ..., a, € C tales que

n

p(x) = CH(:E — ;).

=1

Donde los a;'s pueden ser los mismos.

Entonces la incognita principal es, jcomo encontramos esos «;‘s? esta respuesta no es sencilla de
responder. Al proceso de biisqueda de esos factores lleva como nombre factorizacién. Aunque se supone
que el alumno ya posea algunas técnicas de factorizacién obtenidas en su formacién pre-universitaria, no
esta de més recordar algunos.

El siguiente resultado, es el origen de el proceso de factorizacién llamado divisiéon sintética.

Teorema 4.2.13 (Teorema de Gauss). Sea p(z) = apz™ + -+ a1z +ag con a; € Z coni € {0,...,n}.

Si p(x) tiene un cero racional, entonces este cero debe ser de la forma Zj reducidamed(p, q) = 1, donde

plao, qlan.

B Ejemplo 4.2.14. Consideremos el polinomio p(x) = 2°+ 222 — 3x — 6. Encontremos una raiz racional
(si la tiene), como el coeficiente de la mayor potencia es 1, entonces las raices deben ser enteras.

Los divisores enteros de 6 son —1,—2,—3,—6,1,2,3,6, asi que estos son los posibles candidatos a ser
ceros de p(z). Evaluemos a todos para ver cual da cero.

p(l) = —6 p(2) =4 p(3) =30 p(6) = 264
p(—1) = —1 p(—2) =0 p(~3) = —6 p(—6) = ~132
Por lo tanto, x = —2 es una raiz de p(z). Y de hecho, se puede ver como p(z) = (x + 2)(z* — 3).

Finalicemos esta seccién, con el estudio particular de los polinomios del tipo ax? + bz + ¢ con a # 0,
es decir, los polinomios de grados 2. Obsérvese que az? +bx +c = a (:1:2 + 2:1: + g), esto nos permite
observar que un cero de ax? + bz + ¢ es un cero de z2 + gx + £y viceversa, por lo que podemos centrar
nuestro estudio en los polinomios de la forma z2 + bz + ¢ (abusando de la notacién).

Por el teorema fundamental del dlgebra sabemos que este polinomio tiene dos factores lineales, digamos
r+ayxr+pBestoes, 22 +br+c=(r+a)(x+B) =2%+ (a+ B)r + aB, en otras palabras, b= a+ 3 y
afl = ¢, es decir, para factorizar, debemos fijarnos en los divisores de ¢, escoger dos que sumado nos de b.

Otra manera de factorizar un polinomio es conociendo los productos notables, en listaré algunos de
ellos:

» Cuadrado de la suma:

(a4 b)? =a® + 2ab+ b?
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» Diferencia de cuadrados:
(a+b)(a—10b) =a*—b*

s Cubo de un binomio:
a+b)3 =a® + 3d%b + 3ab® + b°
(
» Cuadrado de la diferencia:
(a—b)? =a*—2ab+b?
= Diferencia de cubos:
a—b)a®+ab+b=2)=a -8
(
= Suma de cubos:
a+b)(a®—ab+b?) =a>+1?
(

= Suma de potencias n-ésimas solo si n es impar:

n—1
(a—l—b) (Z(_l)ia(n—l)—ibi) —a"+ b

=0

= Resta de potencias n-ésimas:
n—1 o
(a _ b) (Z a(nl)zbz> —a® — b
i=0

El uso de estos productos dependera de cada individuo, pero basicamente consiste en ver la forma en
algin problema en particular.

4.3. Funciones exponenciales

.z . . . . f
La subseccién anterior nos dio un panorama amplio de funciones como R > z + 22 € R. Inter-

cambiando x y 2 producimos una funcién diferente R > x Jy 2¢ ¢ R. Esta nueva funcién presenta una

marcada disparidad con una funcién potencial y cuenta con numerosas propiedades distintivas. Se llama
una funcion exponencial.

Definicién 4.3.1. Sea a € R positivo y D C R. A la funcion f : D — R dada por f(x) = a® se llama
funcion exponencial con base a.

Si bien, debe darse por sentado el conocimiento de las leyes de los exponentes, este apartado le daremos
un pequeno repaso. Recuerde que en una expresiéon como a™ en el cual a es elevado a la potencia n, el
numero a es llamado la base y n el exponente.

Repaso de los exponentes. Vamos a empezar. Para un nimero a # 0 y n € Ny,

a =a--a--*-a.

n veces

Esto serfa demasiado elemental para mencionarlo, excepto que todas las propiedades significativas de los
exponentes se derivan de él.

En listemos todas las leyes de los exponentes méas usadas y cuyo prueba se realiza considerando la

. .7 . . . . . —_— 1 —_ p— p—
definicién previa y tomando las siguientes consideraciones ¢’ =a'™' =% =1, a7 "= (a7 )" yat = 1

Consideremos a > 0y n,m € Z:
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aTL b’ﬂ

mn

= (ab)
(

n —
a" )™ =aq

- aman — am+n

= (3) ==
Note que 0° no esta definido(no se puede).

., Qué hay de las potencias con fracciones, como aw? Para explicar eso, es importante recordar que
el actual simbolo de la rafz cuadrada (,/7) fue introducido en 1525 por el matematico Christoph Rudolff
para representar la operaciéon que consiste en que cada nimero real z se le asocia el tinico niimero no
negativo y que elevado al cuadrado es igual a x, es decir, consiste en hallar el niimero y del que se conoce
su cuadrado y? = z. El signo no es més que una forma estilizada de la letra r mindscula para hacerla més
elegante alargandola con un trazo horizontal, hasta adoptar el aspecto actual, que representa la palabra
latina radix, que significa raiz.

¢ Por qué decimos que (y/z) = z'/2? Esto tiene que ver con la preservacién de las leyes de los exponentes,
2
si pensamos en que se cumplen dichas leyes. Tendremos lo siguiente; r = (32 = (x%> . Asi, se puede

definir \/z := x'/2. Similarmente, para la raiz n-ésima, esto es Yz := x~. Lo mejor de esto, es que se
siguen cumpliendo las leyes de los exponentes antes mencionados y todos los que existan.

Por otro lado, ;podemos hablar de potencias con nimeros irracionales? Es decir,;se puede escribir
definir algo como 277 La respuesta es afirmativa, pero es necesario la introduccién de limites, ademas de
tener conocimiento de la densidad de los racionales sobre los reales. Por ello, en caso de usarlo, daremos
por hecho de que dichos exponentes pueden existir. Y si desean profundizar en el tema, cuando se tenga
la herramienta podran intentar definirlo. Lo pondré aqui, pero no se pretende que se entienda hasta este
momento:

Definicién 4.3.2. Sea x € R y a € 1. Se define, x* como:

, Pn
a® = lim zan
n—o0

. Pn _
donde lim,, _, =

Sin mas preambulo, veamos como se ven las graficas de algunas de funciones exponenciales:

10 %
Y

En la figura previa, se puede observar que cada funcién exponencial, intersectar al eje Y en en x = 0,
es decir, f(0) = 1. Ademds se puede observar que si la base a es mayor que 1, es decir, a > 1, entonces la
funcién crece y si 0 < a < 1, entonces la funcién decrece.
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4.4. Funciones trigonométricas

En este apartado hablaremos de las funciones trigonométricas (o funciones circulares), principalmente
de las funciones trigonométricas bésicas; seno y coseno. Para dar una idea intuitiva de estas funciones, es
necearia hablar de idea intuitiva de longitud de arco de una circunferencia.

La nocién intuitiva que subyace a la definicién de longitud de arco para curvas es que una linea recta
representa la distancia més corta entre dos puntos, y que podemos estimar la longitud de una curva
mediante la suma de las longitudes de segmentos rectos que conectan una secuencia de puntos en la curva.
Si consideramos que la linea recta es la distancia mas corta entre dos puntos, entonces la suma de las
longitudes de los segmentos rectos no puede ser mayor que la longitud de la curva. En otras palabras,
la longitud de la curva debe ser un valor igual o mayor que las aproximaciones obtenidas al sumar las
longitudes de los segmentos rectos, y estd determinada por el valor minimo que cumple con esta condicion
(Después de estudiar el axioma del supremo, podemos decir que la longitud de la curva es el supremo de
todas estas aproximaciones poligonales).

Consideremos C, una circunferencia de radio r con centro en O. Sean A y B puntos sobre C,.. El arco
de la circunferencia levégiro sobre C,. de A a B se denota como Arc(AB), y la longitud del arco se denota
por |Arc(AB)| y lamémosle s, esta cantidad es lo que deseamos definir. Una primera aproximacién a s
es considerando la longitud sy de la recta AB (ver figura de abajo).

B c

0]

Evidentemente se cumple que; sg < s. Si ahora, tomamos un punto Py en Arc(AB) y consideremos el
poligono APy B (ver figura de abajo).

O

El poligono APy B tiene longitud:
s1 = long(BPFy) + long(PyB).

Y de nuevo s; < s, més aun, por la desigualdad del triangulo tendremos que sg < s1. Ahora, a los arcos
Arc(AP,) y Arc(PyB) podemos subdividirlos seleccionando un punto P; en el arco Arc(AP,), un punto
P, en el arco Arc(PyB) y considerar el poligono APy Py P, B como en la figura de abajo.
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Q)

El poligono AP, PyP,> B tiene longitud
s = long(AP;) + long (P, Fy) + long(PyP;) + long(P;B).

Tenemos que so < s y que ademdas por la desigualdad del triangulo tendremos que s; < so. Este
proceso lo podemos ir aplicando a cada sub-arco obtenido en el paso previo, es decir, de manera inductiva
y asi obtenemos una sucesién creciente:

S0 <81 <8< <L Sp—1 <85 < -

Ahora bien, los s,, no aumentan sin limite; pues todos ellos son menores a cualquier linea poligonal
externa. Para ilustrar esto, consideremos s, y tomese un punto @) fuera del circulo, arriba o encima de la
recta y = r, del lado del Arc(AB) (puede ser Q = (r + 1,7 4+ 1)) y considere los segmentos de linea BQ
y QA, después extienda cada segmento del poligono hasta tocar el segmento QA como se muestra en la
siguiente figura.

@)

Aplicando la desigualdad del triangulo al caso ilustrado obtenemos las siguientes desigualdades:

(1) long(BP,) + long(P.P;) = long(BP;) < long(BQ) + long(QP%)
(2) long(PyFy) + long(PyF}) = long(PyP}) < long(P2P5) + long(P, P)
(3) long(PyPy) + long(P1P;) = long(PyP]) < long(PyP}) + long(P,Py)
(4) long(P1A) < long(P, Py) + long(P|A)

Sumando todos estas desigualdades y quitando términos comunes en ambos lados, nos que da que
s2 < long(BQ) + long(QA).

De esta forma se muestra que todos los s,, con n € N tienen una cota superior. Entonces dicha sucesién
tiene un supremo (esté es el axioma del supremo de los niimeros reales), es decir, que existe un niimero
minimo s, con la propiedad de que s,, < s para cada n € N. Este ntimero s es por definicién la longitud
del Arc(AB).
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B Ejemplo 4.4.1. El nimero 7 se define como la longitud del arco semicircular de radio 1.

Ahora, notemos que en el paso anterior estdbamos dividiendo un arco de un circulo. Pero, jcémo
identificamos esos puntos? es decir, jcomo encontramos sus coordenadas? Es importante recordar que en
el sistema de coordenadas cartesianas (R?), un punto se describe mediante dos valores: uno corresponde
al eje de las abscisas (X) y el otro al eje de las ordenadas (Y'). Entonces, jcémo determinamos qué valor
corresponde a cada eje? Una forma practica de medir la longitud de un arco circular es utilizando el
método que nos enseniaron en la primaria: envolver un hilo o cinta flexible alrededor de la circunferencia.
Desde un punto de vista analitico, podemos conceptualizar esto como un desplazamiento continuo y sin
deformaciones de la recta de los nimeros reales (R) alrededor de la circunferencia. Para ello, consideremos
la circunferencia C de radio 1 y centro en el origen en el plano euclidiano R?. Sabemos que la longitud de
la circunferencia C es 27. Podemos enrollar la recta numérica de dos maneras diferentes; seleccionemos la
direccién levégira como positiva para medir distancias (opuesta al movimiento de las manecillas del reloj)
y la dextrégira como negativa. Luego, medimos distancias sobre C desde el punto (1,0) ubicando el 0 de
la recta numérica sobre dicho punto. De este modo, visualizamos la mitad positiva de la recta numérica R
enrollada en direccién levogira, y la otra mitad negativa enrollada en direccién dextrégira, ver la siguiente
figura:

2T
3
2
=27 T
_3m % o T
2] DR 2
/7 (0{1)
_7-”(_]-70) (170) LO 0
T
<07 _1)
3w _ =z
2 2
21 —T
_ 3
2
—27

Obsérvese que:

1) El intervalo [0,%] cubre el primer cuadrante, el intervalo [Z, 7] cubre el segundo cuadrante y as
sucesivamente.

2) El intervalo [—g, 0] cubre el cuarto cuadrante, el intervalo [—m —g} cubre el tercer cuadrante y asi
sucesivamente.

Considere un triangulo rectangulo con dngulo 6 y lados x,y y h como se muestra en la siguiente imagen:
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Y

Donde y es el cateto opuesto a 8, x es el cateto adyacente a 6 y h es la hipotenusa.

4.5. Funciones hiperbdlicas
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