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Capı́tulo 1
Ejemplos relevantes

Ejemplo 1.0.1. Calcule la integral definida∫ a

1

ln(x)dx.

Usando limites de sumas de Riemann.

Recordar que ĺımx→x0
f(x) = L si y solo si para toda sucesión an → x0 cuando n → ∞, se tiene que

f(an) → L cuando n → ∞.

De esta manera, dado que la función exponencial de base b ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) para fa : R −→ (0,∞)
dada por fa(x) = ax, tiene como derivada d

dx (fa(x)) = ln(a)ax. En particular,

ln(a) =
d

dx
(fa(x))|x=0 = ĺım

h→0

fa(0 + h)− fa(0)

h
= ĺım

h→0

ah − 1

h
.

Aśı, dado que la sucesión
〈
1
n

〉
→ 0 cuando n → ∞, se sigue que

ln(a) = ĺım
n→∞

a1/n − 1

1/n
= ĺım

n→∞
n(a1/n − 1).

Ahora, para cada n ∈ N, consideremos la partición P = {1 = a0/n, a1/n, . . . , an/n = a} ∈ P([1, a]),

dicha partición genera los subintervalos Ik =
[
a

k−1
n , a

k
n

]
con k = 1, . . . , n, aśı;

∫ a

1

ln(x)dx = ĺım
n→∞

n∑
k=1

ln(ak/n)(a
k
n − a

k−1
n ) = ĺım

n→∞

n∑
k=1

ln(a)
k

n
(a

k
n − a

k−1
n )

= ĺım
n→∞

[
ln(a)

n

n∑
k=1

k(a
k
n − a

k−1
n )

]
.

Llegado a este punto, pueden haber tres posibles caminos de solución.
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Primer camino (usando sumas telescópicas):∫ a

1

ln(x)dx = ĺım
n→∞

[
ln(a)

n

n∑
k=1

(
ka

k
n − ka

k−1
n

)]
= ĺım

n→∞

ln(a)

n

[
n∑

k=1

(
ka

k
n − (k − 1 + 1)a

k−1
n

)]

= ĺım
n→∞

ln(a)

n

[
n∑

k=1

(
ka

k
n − (k − 1)a

k−1
n − a

k−1
n

)]

= ĺım
n→∞

ln(a)

n

[
n∑

k=1

(
ka

k
n − (k − 1)a

k−1
n

)
−

n∑
k=1

a
k−1
n

]

= ĺım
n→∞

ln(a)

n

[
na

n
n − (1− 1)a

1−1
n −

n∑
k=1

a
k−1
n

]
= ĺım

n→∞

ln(a)

n

[
na−

n∑
k=1

a
k−1
n

]

= ĺım
n→∞

ln(a)

n

na−

(
a

1
n

)n
− 1

a
1
n − 1

 = ĺım
n→∞

 ln(a)
n

na− ln(a)

n

(
a

1
n

)n
− 1

a
1
n − 1


= ĺım

n→∞

a ln(a)− ln(a)
a− 1

n
(
a

1
n − 1

)
 = a ln(a)− ln(a)

a− 1

ln(a)
= a ln(a)− (a− 1)

= a ln(a)− a+ 1 = a ln(a) + 1− a

Segundo y tercer camino consiste en factorizar a
k
n ó a

k−1
n de la suma, respectivamente. Ambos

procedimientos son similares, de hecho, solo dos pasos serán diferentes y el resto se convierte en lo
mismo. Observemos que pasa cuando factorizamos a

k
n de la suma:∫ a

1

ln(x)dx = ĺım
n→∞

[
ln(a)

n∑
k=1

k

n
a

k
n

(
1− a−

1
n

)]
= ĺım

n→∞
ln(a)

(
1− a−

1
n

)[ n∑
k=1

k

n
a

k
n

]

Observemos que ocurre si factorizamos a
k−1
n de la suma:∫ a

1

ln(x)dx = ĺım
n→∞

[
ln(a)

n∑
k=1

k

n
a

k−1
n

(
a

1
n − 1

)]
= ĺım

n→∞

[
ln(a)

n∑
k=1

k

n
a

k
n a−

1
n

(
a

1
n − 1

)]

= ĺım
n→∞

ln(a)a−
1
n

(
a

1
n − 1

)[ n∑
k=1

k

n
a

k
n

]
= ĺım

n→∞
ln(a)

(
1− a−

1
n

)[ n∑
k=1

k

n
a

k
n

]

Hemos visualizado que estos dos últimos caminos a partir de cierto punto el procedimiento será el
mismo. Ahora, en clase les mencione que este camino, tendŕıamos que tener en mente la derivada
de potencias de la forma xα, en nuestro caso x = a y α = k/n. Esto es,

d

da
(a

k
n ) =

k

n
a

k
n−1 ⇒ a

d

da
(a

k
n ) =

k

n
a

k
n .

Se sigue que

n∑
k=1

k

n
a

k
n =

n∑
i=1

a
d

da

(
a

k
n

)
= a

d

da

[
n∑

i=1

a
k
n

]
= a

d

da

[
n∑

i=1

a
k
n + a

0
n − a

0
n

]

= a
d

da

[
n∑

i=0

a
k
n − 1

]
= a

d

da

[
n∑

i=0

a
k
n

]
= a

d

da

[
a

n+1
n − 1

a
1
n − 1

]

= a

 n+1
n a

n+1
n −1

(
a

1
n − 1

)
−
(
a

n+1
n − 1

)(
1
na

1
n−1

)
(
a

1
n − 1

)2


= (a)
(
a

1
n

)( 1

n

) (n+ 1)
(
a

1
n − 1

)
−
(
a

1
n − a−1

)
(
a

1
n − 1

)2

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Aśı, ∫ a

1

ln(x)dx = ĺım
n→∞

ln(a)
(
1− a−

1
n

)[ n∑
k=1

k

n
a

k
n

]
= ĺım

n→∞
ln(a)

(
a

1
n − 1

a
1
n

)[
n∑

k=1

k

n
a

k
n

]

= ĺım
n→∞

ln(a)

(
a

1
n − 1

a
1
n

)
(a)
(
a

1
n

)( 1

n

) (n+ 1)
(
a

1
n − 1

)
−
(
a

1
n − a−1

)
(
a

1
n − 1

)2


= ĺım
n→∞

a ln(a)

(
1

n

) (n+ 1)
(
a

1
n − 1

)
−
(
a

1
n − a−1

)
a

1
n − 1


= ĺım

n→∞
a ln(a)

 (n)
(
a

1
n − 1

)
+
(
a

1
n − 1

)
−
(
a

1
n − a−1

)
n
(
a

1
n − 1

)


= ĺım
n→∞

a ln(a)

 (n)
(
a

1
n − 1

)
+
(
a−1 − 1

)
n
(
a

1
n − 1

)
 = a ln(a)

[
ln(a) + a−1 − 1

ln(a)

]
= a ln(a) + 1− a

Sin duda, el primer método que se vio en clase es más simple, el segundo y tercero son más laboriosos.
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