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Capitulo

Ejemplos relevantes

m Ejemplo 1.0.1. Calcule la integral definida

/1 " () das

Usando limites de sumas de Riemann.

Recordar que lim,_,,, f(z) = L si y solo si para toda sucesién a,, — xg cuando n — oo, se tiene que
f(an) = L cuando n — oo.

De esta manera, dado que la funcién exponencial de base b € (0,1) U (1,00) para f, : R — (0, 00)
dada por f,(z) = a®, tiene como derivada - (f,(z)) = In(a)a®. En particular,

d a h) — fa ah—
ln<a>=%<fa(x)>\w:0:mf<0+]1 fa(0) _ 3

Asi, dado que la sucesion <%> — 0 cuando n — oo, se sigue que

| » al/m —1 i 1/n
R = 0 T = e -
Ahora, para cada n € N, consideremos la particién P = {1 = a®/™,a'/",... a™" = a} € P([1,d]),
dicha particion genera los subintervalos I, = [a$,aﬂ con k=1,...,n, asi;
a n - n k -
/1 In(x)dz = nlingogln(ak/")(a% - a%) = nlin;();ln(a)g(a% - a%)

, ln(a) i k k—1
:nll}rrolol n I;k(an —an )]

Llegado a este punto, pueden haber tres posibles caminos de solucién.



= Primer camino (usando sumas telescopicas):

/a In(z)dz = nhﬁn;o [lnT(La) z": (k(ﬁ — kakv_zl)] = nl;n;o # [Xn: (ka% — (k=14 l)akv_tl)]

k=1 k=1
o 1, ln(a) i k k k 1 k—1 k—1
= ;(a/—(—)a, _a')

_ i In(a) zn: kak — (b — 1)g5 _zn: Eo1
= fim S |22 (ke — G- 0a) — 3

= lim na — - = lim na
n—oo n an — 1 n—00 n n an — 1
ltm | aln(a) — In(a)— " In(a) — In(@) =~ = aln(a) — (a — 1)
= 1im ainla) —In\a)——m— = aln — 1mnla =alnla) — (a —
n— o0 n (0,% _ 1) hl((l)

=aln(a) —a+1=aln(a)+1—a

. . . E o, k-1 .
= Segundo y tercer camino consiste en factorizar a» 6 a = de la suma, respectivamente. Ambos
procedimientos son similares, de hecho, solo dos pasos seran diferentes y el resto se convierte en lo
. . E
mismo. Observemos que pasa cuando factorizamos a» de la suma:

/1‘1 In(z)dz = nl;rrgo lln(a) i Za% (1 — avlt>] = nth;O In(a) (1 - cf%) [i iaﬁ]

k=1

. . k—1
Observemos que ocurre si factorizamos a = de la suma:

“ . L= , “k ok 1/ 1
/1 ln(x)dw:nlgrolo [ln(a) Ea o (a" —1)] :nILHgO lln(a)kz_lnana n (a" —1)]

k=1

= nhﬁngo In(a)a™ " (a% - 1) [Xn: iaﬁl = nhﬁn;o In(a) (1 - aii) [XW: iaﬁ]

Hemos visualizado que estos dos tltimos caminos a partir de cierto punto el procedimiento seré el
mismo. Ahora, en clase les mencione que este camino, tendriamos que tener en mente la derivada
de potencias de la forma z¢, en nuestro caso x = a 'y a = k/n. Esto es,
d, &, k »_4 d, k
7(@”):7(1" :}ai(an =
da n da
Se sigue que




Asi,

n—oo

/1a In(z)dr = lim In(a) (1 -

1
:T}ggoaln(a) (n) (ale — 1) + (a% — 1) _ ( 1

n—oo

= lim aln(a) ) (a% - 1? + ial -1

=aln(a)+1-a

Sin duda, el primer método que se vio en clase es mas simple, el segundo y tercero son mas laboriosos
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