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Introduccion

El Célculo Diferencial es una disciplina matemética esencial para los estudiantes de Ciencias Bésicas
e Ingenieria (CBI) en la Universidad Auténoma Metropolitana (UAM). Este campo del conocimiento nos
permite comprender y analizar como las funciones cambian en relacion con las variables independientes,
as{ como estudiar fendmenos naturales y fisicos de manera rigurosa.

En el contexto de CBI en la UAM, el Célculo Diferencial proporciona las herramientas necesarias para
estudiar conceptos clave, como limites, continuidad y derivadas. Estos conceptos son fundamentales para
el andlisis y la modelizacion de fenémenos en dreas como la fisica, la quimica, la biologia, la ingenieria y
otras disciplinas relacionadas.

En este curso de Célculo Diferencial en CBI en la UAM, Unidad Iztapalapa, exploraremos los principios
fundamentales, necesario y suficientes que te permitiran desarrollar una sélida comprensién de este campo
de estudio. Comenzaremos revisando conceptos bésicos, como las funciones y sus propiedades, para luego
adentrarnos en el estudio de los limites y su importancia en la definicion de las derivadas.

Desarrollaremos técnicas para el calculo de derivadas y exploraremos su interpretacion geométrica.
Ademsds, abordaremos las reglas de derivacién que nos permiten simplificar y resolver problemas mas
complejos. También analizaremos aplicaciones de las derivadas, como la optimizacion de funciones, el
andlisis de tasas de cambio y la resoluciéon de problemas practicos en diversas areas de la ciencia y la
ingenieria.

En CBI en la UAM, el Calculo Diferencial es una herramienta esencial para el andlisis cuantitativo y la
resolucién de problemas en diversas disciplinas. Dominar estas técnicas y conceptos te permitira enfrentar
desafios académicos y profesionales con confianza y eficacia.

Esperamos que esta introduccién te brinde una base sélida para el estudio del Célculo Diferencial
en el contexto de CBI en la UAM. Preparate para adentrarte en un mundo de andlisis matematico y
aplicaciones practicas que te acompanaran a lo largo de tu trayectoria en esta prestigiosa institucion.



Capitulo

Grafica y funciones

Los conjuntos desempenan un papel fundamental en el estudio y la comprensién de las funciones
matematicas. En el contexto de las funciones, un conjunto puede referirse al dominio, al rango o a ambos.

El dominio de una funcion es el conjunto de todos los posibles valores de entrada o argumentos para los
cuales la funcién estd definida. Es decir, son los valores para los cuales la funcién tiene sentido y produce
un resultado valido. Por ejemplo, la raiz cuadrada no estd definida para valores negativos. El conjunto de
dominio proporciona restricciones sobre los valores de entrada que debemos considerar al trabajar con la
funcién.

El rango o imagen de una funcién, por otro lado, es el conjunto de todos los posibles valores de salida
que la funcién puede tomar. Es decir, son los valores que la funcién puede tomar después de aplicar una
operacion o transformacién a los valores del dominio. Continuando con el ejemplo anterior, la funcién raiz
cuadrada tiene un rango que consiste en todos los nimeros reales no negativos, ya que la raiz cuadrada
siempre produce resultados no negativos. El conjunto de rango nos proporciona informacién sobre los
valores que la funcién puede alcanzar.

Ademas de ser importantes para determinar el dominio y el rango de una funcién, los conjuntos también
juegan un papel crucial en la representacion grafica de las funciones. El grafico de una funcién es una
representacién visual de como los elementos del dominio se relacionan con los elementos del rango. El uso
de conjuntos nos permite identificar y trazar puntos especificos en el plano cartesiano que representan la
relacion entre los valores de entrada y salida de una funcién.

En resumen, los conjuntos son esenciales en el estudio de las funciones, ya que nos ayudan a determinar
las restricciones de los valores de entrada (dominio) y los posibles resultados de salida (rango). Ademés,
los conjuntos nos permiten visualizar y comprender mejor las relaciones entre los valores de entrada y
salida mediante la representacién grafica de las funciones.

1.1. Conjuntos

Si bien existe una definiciéon axioméatica de conjunto, nosotros no profundizaremos en ello, simplemente
se tratara de manera intuitiva.

Definicién 1.1.1 (Intuitiva). Un conjunto es una coleccion de objetos.

Por ejemplo, una coleccién de libros, de animales o de nimeros. Se usaran las letras mayusculas del
alfabeto A, B, C, ... para los conjuntos y las mintsculas a, b, ... para los elementos. Para especificar los
elementos de un conjunto se usaran llaves, por ejemplo

A ={a,b,c}.

Notacién: « € A se lee; x pertenece al conjunto A, y x ¢ A significa que x no pertenece al conjunto A
Algunos conjuntos importantes son;



= El conjunto de los nimeros naturales: No = {0,1,2,3,...} 6 N={1,2,3,...}.
= El conjunto de los nimeros enteros: Z ={...,—-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.
= El conjunto de los niimeros racionales: Q := {% ta,b€Z,b+# 0}.

= El conjunto de los niimeros irracionales: Son los que no son racionales y su conjunto se denota como
L.

= El conjunto de los niimeros reales son la unién de todos lo anteriores y se denotaR .

B Ejemplos 1.1.2. Otros ejemplos:
1) Sea el conjunto A = {1,3,5,7}. Se tiene que 5 € A y 6 ¢ A.
2) Sea A=1{1,4,9,16,...,n% ... }. En este caso 169 € A, pero 50 ¢ A.
3) El congunto de las letras de la palabra México es {M, é x,i,¢,0}.

Otros ejemplo importante es el plano cartesiano

R? = {(z,y) : 2,y € R}

El simbolo () se usard para describir el conjunto que no tiene elementos; es este conjunto se le llama
conjunto vacio. Es conveniente usar condiciones para describir conjuntos (comprension):

m Ejemplos 1.1.3. = {0,2,4,6,8,...} ={n e N:n es par}

» {0,1,4,9,25,36,...,m?, ...} ={neN:n=m2n €N es par}

1.1.1. Subconjuntos

Definicién 1.1.4. Sean A y B conjuntos, se dice que B es subconjunto de A, si cada elemento de B lo
es también de A, se denota B C A, en caso contrario se escribira B € A.

Obsérvese que si B C A, se tiene x € B = x € A, y viceversa, si para todo x € B se tiene x € A,
entonces B C A. En general, cuando la proposicién P se cumple si y sélo si se cumple la proposiciéon @,
escribiremos P <= Q.

Bajo esta notacion, la observacién anterior se puede rescribir asi
BCA < (zeB=2zcA).
Si B C A, se puede escribir también A O B, y se dird que B estd contenido en A, o que A contiene a B.
m Ejemplos 1.1.5. 1. Observese que NCZ CQCR yICR.

2. Si A= {x: x esuna golondrina}, B = {z : x es una ave} y C = {x : = es un reptil}, entonces

AC B, pero BZ C.
3 S1A={neN:1<n<7}, B={2,3,7} y C ={2,3,8}, entonces B C A, pero B¢ C.

4. St A = {x: x esuna golondrina}, B = {x : x es una ave} y C = {x : x es un reptil}, entonces
AC B, pero BZ C.



1.1.2. Operaciones con conjuntos

Al comparar dos conjuntos es conveniente pensar que ambos son subconjuntos de un mismo conjunto
fijo, llamado conjunto universal.

Definicién 1.1.6. La unidn de dos conjuntos A y B se define como el conjunto:

AUB={xz:2€ Aoxec B}

Las propiedades siguientes son consecuencia inmediata de la definicién.
u) ACAUB, BC AU B,
uz) AUB = BU A (conmutatividad)

uz2) (AUB)UC = AU (BUC(C) (asociatividad).

En virtud de la tdltima observacién, i), al denotar la unién de més de dos conjuntos, no es necesario
escribir los paréntesis.

Definicién 1.1.7. La interseccion de dos conjuntos A y B se define como el conjunto:

ANB={z:zx € Ayx e B}.

Como consecuencia inmediata tenemos que
i1) ANBCA, ANBC B,
i2) AN B = BN A (conmutatividad)
i3) (ANB)NC = AN (BNC) (asociatividad).

En analogia a la unién en inciso i) nos dice que la interseccién de més de dos conjuntos, no es
necesario escribir los paréntesis.

Proposicién 1.1.8 (Ley distributiva). Sean A, B y C' conjuntos, entonces se cumple
di) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
dy) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC)

Dem.
Mostramos ds) y dejamos d; como ejercicio.

r€AU(BNC) < zc€AozeBnC
< z€Ao (zreByzxel)
< (r€AozeB)y (xcAoxel)
«— z€(AUB)N(AUC).

Q.E.D

Otra manera de demostrar igualdad de conjuntos y la mas usada es probando por contenciones, es
decir, mostrar que el primer conjunto esta contenido en el otro y viceversa.

Llamamos conjunto universal a un conjunto fijo que contiene a todos los conjuntos en discusién, en
otras palabras, todos los conjuntos tratados son subconjuntos de este conjunto fijo y «mds grande». Por
ejemplo, cuando graficamos sobre el plano cartesiano (]RQ), dicho plano es el conjunto universal y todo
dentro de el son subconjuntos, es decir, las rectas, parabolas, circulos, etcétera son subconjunto de R2.



Definicién 1.1.9. Sea U un conjunto universal y A C U. El conjunto complemento o simplemente
complemento de A en U es el conjunto de elementos de U que no pertenencen a A, y lo denotamos por

A° especificamente
A={zecU:x ¢ A}

Como primera observacion tenemos que el complemento de un conjunto varia si el universal donde
vive cambia, por ejemplo, el complemento de A = 1,2 en U; = {-2,-1,0,1,2} es {—2,—1,0}, pero en
U, =Nes {3,4,5,...}.

Proposicion 1.1.10. Las siguientes propiedades se cumplen:

1) (A9)° =

2) AUA° =T,

3) ANAc =10,

4) ACB <= B°C A-.
Dem.

Las propiedades 2) y 3) se siguen directamente de la definicién. Mostremos que 1) se cumple:

E(AY) <= ze€Uyux¢A°
«— €Uy (x€UyaxecA
«— ze€lUyzed — x € A

Q.E.D

1.2. Numeros reales

Los nimeros reales son un conjunto fundamental en las matemaéticas que abarca una amplia gama de
valores numéricos utilizados para medir, contar y representar cantidades. Son un concepto fundamental en
casi todas las ramas de las matematicas, desde la aritmética basica hasta el analisis matematico avanzado.

1.2.1. Axiomas de campo

Con la suma (+) y producto (+) conocido de los nimeros reales, enunciaremos las reglas del juego que
gobiernan en este conjunto, es decir, las propiedades axiomaticas de los nimeros reales.

Axiomas para la suma:

Cerradura: Para a,b € R,
a+beR.

Asociatividad: Para a,b,c € R,
a+(b+c)=(a+d)+e

Existencia del neutro: Existe 0 € R tal que para todo a € R,
0+a=0=a+0.
Cerradura bajo inversos: Para cada a € R, existe —a € R tal que,
a+(—a)=0=(—a)+a.

Conmutatividad: Para a,b € R,
a+b=>b+a.

Axiomas para el producto:



Cerradura: Para a,b € R,
ab e R.

Asociatividad: Para a,b,c € R,
a(bc) = (ab)c.

Existencia del neutro: Existe 1 € R tal que para todo a € R,
la =a=al.
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Cerradura bajo inversos: Para cada a € R — {0}, existe a=! := % € R tal que,

ala)=0=(a YHa.
Conmutatividad: Para a,b € R,
ab = ba.
Axiomas de distributividad:
Distributividad por la izquierda: Para a,b,c € R,

a(b+c) =ab+ac € R.

Distributividad por la derecha: Para a, b, c € R,

(a+b)c=ac+bceR.

Los axiomas (las reglas del juego) mencionados previamente se cumplen en R, pero no son exclusivos
de ellos, mas bien tiene que ver con el concepto de «camporque no veremos aqui, pero no esta demas
mencionarlo. Ahora, bien, también es importante recordar las relacién de orden en los ntiimeros reales:

Definicién 1.2.1. Sean a,b € R. Denotaremos como a < b cuando b — a es un ndmero real positivo o
cero y diremos que a es menor o igual que b.

Si queremos decir que b es mds chico que a, entonces escribimos b < a (o a > b), y queremos decir que
no hay posibilidad que sean iguales, entonces, diremos que a es estrictamente menor a bsia < by a # b,
similarmente, diremos que a es estrictamente mayor que b si b < a (0 a > b) y a # b. Propiedades de estas
desigualdades:

Sean a,b,c € R.
= Si,a<b(a<b),entoncesa+c<b+c(a+c<b+c).
= Si,a<b(a<b),entoncesa—c<b—c(a—c<b—c).

)
(a <b)

= Si, a <b (a <), entonces
(a <b)

1 1 (1 17Y o
Eagzb(za<zb)81820
= Si,a <b (a<b),entonces La > 1b (La > 1b) sic <.

Hay una propiedad de los ntimeros racionales sobre los reales y se llama densidad y basicamente lo
que dices es que entre cualquiera dos numeros reales existe un numero racional. Este resultado, tiene una
gran importancia, pues entre esta esta que cualquier nimero irracional puede ser aproximado por una
sucesién de racionales. El concepto de sucesion la veremos mas adelante y solo serd como mencion.



1.3. Producto cartesiano

El producto cartesiano es uno de los conceptos importantes de la matemaética, pues de este emanan
conceptos como relacion y funcién. Para tratarlo, es necesario el concepto de par ordenado.

Definicién 1.3.1. Un par ordenado de una pareja de objetos matemdticos «a», «b»es el conjunto
{{a},{a,b}} y lo denotamos como (a,b).

En otras palabras, un par ordenado (a,b) hace la distincién de orden secuencial entre «a»y «b».
Obsérvese que (a,b) # (b, a), pues {{a}, {a,b}} # {{b}, {b,a}} (siempre que a # b).

Proposicién 1.3.2. Dos pares ordenados (a,b) y (c,d) son iguales si y soloa=c yb=d.

Dem.
Dividiremos nuestra demostracién en dos =) y <):

=) Supongamos que (a,b) = (c,d). Entonces {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}}, Asi,
{a} = ({a}, {a,0}} = e} {e,d}} = {c},
por lo que a = ¢. Por la misma igualdad inicial; {{a}, {a,b}} = {{c}, {c,d}} se sigue que
{{a,b}} = {{a}, {a.b}} — {{a}} = {{c} . {c. d}} — {{c}} = {{c, d}}
Se tiene que {a, b} = {c, d}.Hay dos casos;

o |{a,b}| =|{c,d}| =1, en este caso a = by ¢ = d y por transitividad se concluye que b = d.

o |{a,b}| = |{c,d}| = 2, en este caso, obtenemos
{0} ={a,b} —{a} = {c,d} — {c} = {d}
Por tanto, b = d. Se concluye que (a,b) = (¢, d).

<) Sia=cyb=d, entonces {a} = {c} y {a,b} = {c,d}, por lo que {{a},{a,b}} = {{c},{c,d}}. Por
lo tanto, (a,b) = (c,d).

Q.E.D

Definicién 1.3.3. Sean A y B conjuntos, el producto cartesiano de A y B es el conjunto denotado
por A x B y consta de los pares ordenado (a,b) donde a € A y b € B, es decir,

Ax B:={(a,b):a€ A,be B}.

B Ejemplos 1.3.4. Ilustremos el producto cartesiano con los siguientes ejemplos:

w Si A={1,2} y B={a,b}, entonces el producto cartesiano A x B seria:
Ax B={(1,a),(1,b),(2,a),(2,b)}
= Si A={1,2} y B={x,y,z}. El producto cartesiano A X B es:
Ax B ={(1,2),(1,y),(1,2),(2,2),(2,9),(2 2)}
= 5i A=N y B =N, entonces el producto A x B es N x N y se describe como sigue:
NxN={(n,m):n,me N}

= Si consideramos los conjuntos A y B como los conjuntos de nimeros reales R, el producto cartesiano
A x B se representa como R x R y que conocemos como plano cartesiano y es descrito como:

R xR ={(z,y): z,y € R}.
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Finalmente, un producto cartesiano, se puede representar de manera visual cuando los conjuntos
involucrados lo permitan, por ejemplo si los conjuntos A y B son finitos, lo podemos representar de
manera visual como una malla. Digamos que A = {1,2,3} y B = {&, x}, podemos representarlo de
manera visual como sigue:

A (#3) (x3)

3
%2 2
R SVCS:

& 0

En este caso, no hemos hablado de ningin tipo de orden, pero en el caso del plano cartesiano, cada
eje representa la linea real y esta tiene un orden.
1.4. Relaciones

Definicién 1.4.1. Sean A y B conjuntos. Una relacion R entre A y B es un subconjunto del producto
cartesiano A x B, es decir, R C A x B.

B Ejemplo 1.4.2. consideremos los conjuntos A ={1,2} y B = {x,y}, su producto cartesiano es;

AxB={(1,z),(1,9),(2,2),(2,9)}

Veamos todos las relaciones entre A y B. Qué por definicion es cualquier subconjunto de A x B:

Ry =10 Ry ={(L,y),(2,2)}

Ry ={(1,2)} Rio ={(1,9),(2,9)}

Ry ={(1,y)} R ={(2,2),(2,y)}

Ry ={(2,7)} Riz ={(1,2),(1,y), (2,2)}

Rs ={(2,y)} Ris ={(1,2),(L,y),(2,9)}

Re = {(1,2),(1,9)} Ry ={(1,2),(2,2),(2,9)}

Ry ={(1,2),(2,2)} Ris ={(1,9),(2,2),(2,y)}

Ry ={(1,2),(2,9)} Rig ={(1,2),(L,y),(2,2),(2,9)}

Hemos dicho e ilustrado que una relacién entre dos conjuntos A y B es cualquier subconjunto de A x B,
entonces el conjunto potencia de A x B colecciona todas las relaciones entre A y B. Al subconjunto ()
se llama relacion vacia. En general, para una relacion R C A X B se usa la la nomenclatura aRb, para
indicar que (a,b) € R.

Definicién 1.4.3. El dominio de una relacion R C A x B se define como:

D(R):={a€ A: existeb € B tal que (a,b) € R}.



B Ejemplo 1.4.4. Veamos el dominio de cada relacion del ejemplo 1.4.2.

D(Ry) =0 D(Rg) = {1,2}
D(Rz) = {1} D(R1o) = {1,2}
D(R3) = {1} D(R11) = {2}

D(Ry) = {2} D(Ri2) = {1,2}
D(R5) = {2} D(Ri3) = {1,2}
D(Rg) = {1} D(R14) = {1,2}
D(R7) ={1,2} D(Ry5) = {1,2}
D(Rs) = {1,2} D(Ry6) = {1,2}

Definicién 1.4.5. La imagen de una relacion R C A x B se define como:

Im(R):={be B: existe a € A tal que (a,b) € R}.

B Ejemplo 1.4.6. Veamos el dominio de cada relacion del ejemplo 1.4.2.

Im(Ry) =10 Im(Ry) = {z,y}
Im(Rz) = {z} Im(Rio) = {y}

Im(R3) = {y} Im(R11) = {z,y}
Im(Ry) = {z} Im(Ri2) = {z,y}
Im(R5) = {y} Im(Ri3) = {z,y}
Im(Re) = {z,y} Im(Ria) = {z,y}
Im(R7) = {z} Im(Ri5) = {z,y}
Im(Rs) = {z,y} Im(Ri6) = {z,y}

El codominio de R C A x B es B. Obsérvese que en general Im(R) C B.

1.5. Funciones

Las funciones son una subclase de las relaciones. Es un caso especial y que podriamos decir que es de
los objetos que més usamos en ciencias bésicas e ingenieria.

Definicién 1.5.1. Sean A y B conjuntos y R C A x B. R es una funcién si cumple:
(1) D(R) = 4,
(2) Si (@), (a,12) € R, entonces yy = yo.

La primera condicién de la definicién 1.5.1 nos dice que
Ve e A,3y € B o (z,y) € R.

Para darle lectura a esto, es necesario saber el significado de cada simbolo; V significa «para todo», 3
significa «existe»y » significa «tal que». Por lo que, el enunciado matematico previo se lee: «Para todo
xz en A, existe y en B tal que (z,y) es elemento de R». En otras palabras, cada elemento de A debe
estar emparejado con algin elemento de B. La segunda condicién no dice este emparejamiento debe ser
unico, es decir, que cada elemento de A esta emparejado con un unico elemento de B. De modo que en
una funcién R, si (a,b) € R, entonces b queda totalmente determinado por a y por ello en lugar de de b
colocamos R(a) y se suele llamar la imagen de «arbajo R, y también conocemos esta asociacién como
Regla de correspondencia. Por lo general, denotamos una funcién partiendo de la letra f que es la
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inicial de funcién. Ahora, por todo lo mencionado es comun denotar la pareja a — f(a), para indicar la

pareja (a, f(a)), y aunando a ello, es conveniente usar la notacién f : A — B (a veces se usa A ER B)para
denotar la funcién f, que nos indica que cada elemento de A esta asociado a un elemento de B. El dominio
y codominio de f son exactamente el dominio y codominio como relacién.

B Ejemplos 1.5.2. llustremos el concepto de funcion con los siguientes ejemplos:

= Retomando el ejemplo 1.4.2 con A = {1,2}, y B = {z,y}. Considerando el ejemplo 1.4.6 y
el primer inciso de la definicion de funcion, se sigue que los unicos candidatos a funcion son
R7, Rg, Rg.R10, R12, R13, R14, R15, R16. Y por el inciso 2 vemos que R7, Rg, Ry, R19 son funciones,
pero Ria, Ri3, Ri4, R15, R1g no lo son, pues por ejemplo Rio tiene como elementos a (1,2) y (1,y),
pero x se supone distinto de y, por lo que no cumple la seqgunda condicion para ser funcidn, el resto
tienen elementos similares.

= Para A es un conjunto no vacié. La relacion idy : A — A con regla de correspondencia dada por
ida(x) =z, es una funcidn y es llamada funcion identidad.

Si bien una funcién es una relacién y una relacién es un subconjunto de un producto cartesiano,
entonces la igualdad de funciones se reduce a la igualdad de conjuntos. Sin embargo, puede haber métodos
mas practicos o manejables para determinar si una funcioén es igual a otra.

Proposicién 1.5.3. Sean A, B,C, D conjuntos y f C A x B, g C C x D funciones. Entonces, f = g si
y solo si

(a) A=C,
(b) B =D (este es mds por la arbitrariedad de la imagen de una funcidn),

(¢) fla) =g(z), Vo € A.

Dem.
Dividiremos nuestra demostracién en dos =) y <):

<) Supongamos que se cumplen:
(a) A=C,
(b) B=D,
(0) f(a) = g(a), Var € A,
Si (x, f(x)) € f, entonces como z € A =C'y f(z) = g(z), se sigue que (z, f(z)) € g, es decir, f C g.

Probar que g C f es totalmente andlogo, por lo tanto, f = g.

=) Supongamos que f = g, entonces A = D(f) = D(g) = C y Im(f) = Im(g). Ademds, Im(f) C By
Im(g) C D y considerando el hecho de que dichas imdgenes pueden cubrir totalmente el codominio,
es natural exigir que B = D, finalmente veamos que se cumple (¢): sea x € A = C,entonces
(2,9(2)) € g ¥ (&, f(x)) € f, pero como f = g, se sigue que (z,g(z)), (z, f(x)) € f, y por ser
funcién, se concluye que f(z) = g(x).

Q.E.D
La proposicién previa 1.5.3 nos permite reformular el concepto de funcién como: Una funcién f consta

de un conjunto A llamados dominio, un conjunto B llamado codominio y una regla de correspondencia
f:A— B que a cada elemento del conjunto A le asocia uno y sélo un elemento de B.

Recordemos que si f C A x B es una funcién, entonces
Im(f) ={be B: existe a € A, tal que (a,b) € f}
pero como f es funcién, entonces b = f(a), por lo tanto, podemos reescribir este concepto como sigue:

Im(f) ={be B: existe a € A, tal que f(a) = b}
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Definicién 1.5.4. Si f : A — B es una funcidn, entonces su grdfica se define como:
Gy = {(w, f(2)) : 2 € A}.
Para visualizarlo, lo inico que debemos hacer es ubicar esos puntos sobre el producto cartesiano en la

que emana dicha funcién. Por ejemplo, sobre el producto cartesiano.
B Ejemplos 1.5.5. Consideremos la siguiente funcion |0] : R — R, dada por

x, six >0

|| := :
-z, stx <0

Es decir, lo que es positivo lo deja igual y lo que es negativo lo hace positivo, esta funcion recibe el nombre
de valor absoluto (esta funcion es muy importante). Veamos su grifica:

35
Y

En este curso de cédlculo diferencial, no reduciremos a funciones cuyo dominio es un subconjunto de
los ntimeros reales R. Muchas funciones en matematicas se construyen a partir de funciones de «bloques
de construccién»maés simples. En la proxima seccién estudiaremos funciones muy comunes, para poste-
riormente considerar algunas formar en que se pueden combinar para obtener nuevas funciones, como lo
son las siguientes.

Proposicion 1.5.6. Sean ACR y f,g: A — R funciones. Las siguientes son funciones:
v A5z f@) 4 g(2) €R,
. Aaxlfl)f(x)—g(x)eR,

. AszdS f(z)g(x) € R,

L
s Az ggg € R siempre que g(z) # 0 para todo x € A.

Las anteriores son formas de obtener nuevas funciones, aunque no son las tinicas si que son muy
importantes.

1.6. Funciones elementales

Muchas situaciones reales pueden representarse mediante modelos matematicos que se construyen a
partir de tres tipos de funciones elementales. Estas funciones son:

e Funciones algebraicas (polinomios, funciones racionales, radicacién)
e Funciones exponenciales

e Funciones trigonométricas
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1.6.1. Funciones algebraicas

La palabra ”variable” se utiliza en matemadticas para representar elementos que pueden cambiar o
adoptar diferentes valores. En un contexto matemaético, una variable es un simbolo utilizado para re-
presentar una cantidad desconocida o que puede variar en una determinada situacién o problema. La
introduccién de variables permite expresar relaciones y ecuaciones en términos generales.

Definicién 1.6.1. Sean z1,...,zivariables. Un monomio es un productos de potencias de las x}s con
coeficiente un niumero real, es decir, es de la forma

cxit--xpk donde c € R ymy,...,n, €N,

El grado de un monomio se define como la suma de sus potencias, esto es, gr(cx'-al'*) = ni+---+ny.

Un polinomio en varias variables z1,...,z, es una suma de monomios. Y el grado del polinomio se
define como el grado més alto de us monomios.

Definicién 1.6.2. Un polinomio de grado n con k variables x1, ...,z se escribe como:

n ngk
p(T1, .o wk) = E (7 T /A A
ni+-4ng<n

Donde los an,,....n, €R.

En el caso de tener una sola variable o dos, es comun usar Gnicamente x y x,y, respectivamente,
aunque claro se puede usar cualquier letra para representar las variables correspondientes.

Polinomio de una variable x:

1

p(a:) = anxn + a'n—lxn_ +---+a1x + ag.

Polinomio de dos variables variable x, y:

n n—1 n—1_2
P(x,Y) = an 02" + an_1,12" Y + +ap_222" Y - + ag .

Nos dedicaremos mayormente al estudio de los polinomios de una variable. Veamos los ejemplos mas
comunes:

Grado cero a funcién contante
Primer grado axr +b funcién lineal
Segundo grado az® +br +c funcién cuadrarica
Tercer grado az® + bz’ +cx +d funcién cubica

No tenemos ain mucha herramienta para graficarlas, pero podemos darnos una idea de como son
si empezamos a darle valores a x, es decir, realizar el método de tabulacién. Veamos unos ejemplos de
graficas.

De manera formal, si A y B son conjuntos no vacios, entonces una funciéon constante se define como
sigue: sea a € A fijoy f: A= B dada por f(z) = a para todo & € A. Si pensamos en algo mucho méds
concreto como que A CR, B =R y a = 2, entonces la gréafica se ve como sigue:

12
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_10 1
De manera similar, para el caso de funcién lineal, si A =R, B=R, a =2y b = 1, entonces la regla
de correspondencia es f(x) = 2z — 2 y si grafica se ve como sigue:

10 %
Y

—10 *

Para la funcién cuadrética, sea A =R, B=R, a =3,b = —2,¢ = —1, entonces la regla de correspon-
dencia es f(z) = 322 — 2z — 1 y si grafica se ve como sigue:

105
Y

9 1 I 2

f(@)=32% -2z -1

—10 -

Finalmente, para la funcién cubica. Sea A =R, B=Rya =1,b =c¢ =d = 0, entonces la regla de
correspondencia es f(x) = 2% y si grafica se ve como sigue:
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—10 *

Sean p(z) = apa™ + ap_12" 1+ +a1x +ag y ¢(z) = bpx™ + by_12" L + - - + b1z + by polinomios,
entonces podemos realizar, suma, resta, producto de esto como sigue (considerar que 0 := 1):

= Suma de polinomios:

n

p(x) + q(@) =D _(a; + b))z,

=0

= Resta de polinomios:

» Producto de polinomios:

2n [
p(x)q(z) = Zcixi,, donde ¢; = Z apb;_1.
i=0 k=0

B Ejemplo 1.6.3. Sea P(z) =223 — 22 + 3z + 1 y Q(z) = 422 + 22 — 1 polinomios.

= Suma:
P(z) + Q(x) = (22° — 2% + 3z 4+ 1) + (422 + 22 — 1)
=223 4+ 322 + bz
= Resta:
P(z) - Q(z) = (22® — 2* + 3z + 1) — (42° + 22 — 1)
=22% — 522+ +2
s Producto:
P(z)-Q(x) = (22° —2° + 3z + 1) - (42 + 22 — 1)

= 82° 4+ 4zt — 22% — 42* — 2% + 2% + 122% + 622 — 3w + 42> + 22 — 1.
=8z° + 823 + 1122 —z — 1.

Claramente, podremos hablar de suma, resta y producto de polinomios en varias variables, pero la
notacién se complica un poco mas. Por otro lado, nos falta introducir el cociente entre polinomios, mas
sin embargo, para esto, es necesario introducir en concepto de funcién racional.
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Definicién 1.6.4. Una funcidén racional de varias variables f(x1,...,x,) se define como el cociente
de dos polinomios, es decir, es de la forma:

p(x1,. .., 2p)
q(x1,..., )

flz, ... xn) =

En particular, una funcién racional en una variable se ve como %. Es importante mencionar que el

dominio de una funcién racional excluye todos los valores de la variable para los cuales el denominador
es cero.

B Ejemplo 1.6.5. Sip(x) =x—3 yq(x) =x+5, entonces f(x) = % tiene como dominio a R —{—5}.

. . ¢ _3 . 8
Usando el ejemplo previo y con unos cuantos calculos, podemos mostrar que i—% esigualal— 15 Y

esto tiene que ver con el concepto de divisién de polinomios y ademds del algoritmo que usamos para
realizarlo.

Teorema 1.6.6. Sean u(x) y v(xz) polinomios con gr(u(z)) > gr(v(x)) y v(x) # 0. Entonces, existen
q(z),r(x) polinomios tales que

Donde gr(r(z)) < gr(v(x)).
A los elementos u(z),v(x), q(z) y r(z) se les llama dividendo, divisor, cociente y residuo, res-
pectivamente. Para encontrar los polinomios ¢(z) y r(x) se implementa un algoritmo llamado algoritmo

de la divisiéon que emana de la demostracién del teorema previo.

B Ejemplo 1.6.7. Dividir 322 +x —1 por z + 1

322 +rx—1|z+1
— 322 -3z 3r—2

—2x—1
2x+ 2
1

Los polinomios més simples no triviales son los lineales, es decir, de la forma = — a. {Como se ve un
polinomio al dividirlo por uno de estos?

Teorema 1.6.8 (Teorema del resto). Sea p(x) un polinomio de grado n > 1 y a € R. Entonces, existen
q(z) polinomio y R € R tales que

p(z) = (r —a)q(z) + R
, donde R es constante. Ademds, p(a) = R.

Dem.
Por el algoritmo de la divisién, se sigue que existen g(x),r(z) polinomios con gr(r(z)) < gr(z — a) =1
tales que

p(z) = (z — a)q(z) + r(x),

y como gr(r(x)) < 1 se sigue que gr(r(z)) = 0, es decir, r(xz) = R € R. Esto prueba lo deseado.

Q.E.D
El teorema del resto también lo podemos representar como:
P gy

En el ejemplo previo, podemos observar que 322 + 2 — 1 = (z + 1)(3z — 2) + 1, en este caso,a = —1,

3x —2=g¢q(xz) y R=1. Un caso especial es cuando R = 0 y tiene un nombre especial.
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Definicién 1.6.9. Sea p(z) un polinomio y o € R.
m a es un cero de p(x) sip(a)=0.
= a es una raiz de la ecuacion p(x) =0 si es solucion de la misma.

» z — « es un factor de p(x) si existe un polinomio q(x) tal que p(x) = (z — a)gq(x).

Obsérvese que estos conceptos van muy bien de la mano, pero es importante distinguir cada termino,
pues hacen referencia a diferentes situaciones.

B Ejemplo 1.6.10. Consideremos el polinomio como antes p(z) = 2% — 5x + 6, entonces
» 7 =2 es un cero de p(z), pues p(2) =22 —5(2) +6 = 0.
w2 =2 es un raiz de la ecuacion p(z) = 0.

= 2 — 2 es un factor de p(x), pues p(x) = (x — 2)(z — 3).

Teorema 1.6.11 (Teorema del factor). Sea p(x) un polinomio. Si p(a) = 0, entonces x — o es un factor
de p(x).

Una pregunta natural es, jse puede dividir cualquier polinomio en factores lineales? La respuesta es
afirmativa.

Teorema 1.6.12 (Teorema Fundamental del Algerba). Sip(x) es un polinomio de grado n con coeficientes
reales (o complejos), entonces existe ¢, aq, ..., a, € C tales que

n

p(z) = cH(x — ;).

i=1

Donde los a;‘s pueden ser los mismos.

Entonces la incognita principal es, jcomo encontramos esos «;‘s? esta respuesta no es sencilla de
responder. Al proceso de bisqueda de esos factores lleva como nombre factorizacién. Aunque se supone
que el alumno ya posea algunas técnicas de factorizacién obtenidas en su formacién pre-universitaria, no
esta de més recordar algunos.

El siguiente resultado, es el origen de el proceso de factorizacion llamado division sintética.

Teorema 1.6.13 (Teorema de Gauss). Sea p(z) = anz™ + -+ a1z +ag con a; €7Z coni € {0,...,n}.

Si p(x) tiene un cero racional, entonces este cero debe ser de la forma 23 reducidamed(p, q) = 1, donde

p|a'0; qlan-

B Ejemplo 1.6.14. Consideremos el polinomio p(z) = 2° + 222 — 3z — 6. Encontremos una raiz racional
(si la tiene), como el coeficiente de la mayor potencia es 1, entonces las raices deben ser enteras.

Los divisores enteros de 6 son —1,—2,—3,—6,1,2,3,6, asi que estos son los posibles candidatos a ser
ceros de p(z). Evaluemos a todos para ver cual da cero.

p(1) = -6 p(2) =4 p(3) =30 p(6) = 264
p(-1) =1 p(-2) =0 p(-8) = 6 p(-6) = ~132
Por lo tanto, x = —2 es una raiz de p(z). Y de hecho, se puede ver como p(x) = (x + 2)(x? — 3).
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Finalicemos esta seccién, con el estudio particular de los polinomios del tipo ax? + bz + ¢ con a # 0,
es decir, los polinomios de grados 2. Obsérvese que az? +bx +c = a (CE2 + gx + g), esto nos permite
observar que un cero de az? + bz + ¢ es un cero de z2 + gx + < vy viceversa, por lo que podemos centrar
nuestro estudio en los polinomios de la forma 22 + bz + ¢ (abusando de la notacién).

Por el teorema fundamental del dlgebra sabemos que este polinomio tiene dos factores lineales, digamos
r+ayx+pBestoes, 22 +br+c=(r+a)(xr+8) =22+ (a+ B)r +aB, en otras palabras, b= a+ 3 y
af = ¢, es decir, para factorizar, debemos fijarnos en los divisores de ¢, escoger dos que sumado nos de b.

Otra manera de factorizar un polinomio es conociendo los productos notables, en listaré algunos de
ellos:

Cuadrado de la suma:

(a+ b)? = a® + 2ab + b*
» Diferencia de cuadrados:
(a+b)(a—0b) =a® — b
= Cubo de un binomio:
a+b)3 =a® + 3a%b + 3ab® + b°
(
» Cuadrado de la diferencia:
(a —b)? =a®—2ab+b?
» Diferencia de cubos:
(a—b)a*+ab+b=2)=a> -1
= Suma de cubos:
a+b)(a®—ab+b?) =a®+1°
(
= Suma de potencias n-ésimas solo si n es impar:
n—1 . o
(a+b) <Z<1>Za<“>w> b
i=0

= Resta de potencias n-ésimas:
n—1
(CL _ b) (Z a(n—l)—ibi> —a® — b
i=0

El uso de estos productos dependera de cada individuo, pero basicamente consiste en ver la forma en
algun problema en particular.

1.6.2. Funciones exponenciales

.z . . . . f
La subseccién anterior nos dio un panorama amplio de funciones como R 3 z v z? € R. Inter-

. . .. . f 1
cambiando x y 2 producimos una funcién diferente R 3 = + 2% € R. Esta nueva funcién presenta una
marcada disparidad con una funcién potencial y cuenta con numerosas propiedades distintivas. Se llama
una funcion exponencial.

17



Definicién 1.6.15. Sea a € R positivo y D CR. A la funcion f: D — R dada por f(x) = a® se llama
funcion exponencial con base a.

Si bien, debe darse por sentado el conocimiento de las leyes de los exponentes, este apartado le daremos
un pequeno repaso. Recuerde que en una expresion como a™ en el cual a es elevado a la potencia n, el
numero a es llamado la base y n el exponente.

Repaso de los exponentes. Vamos a empezar. Para un nimero a # 0y n € Ny,

a"=a-a----aqa.

TN, veces

Esto serfa demasiado elemental para mencionarlo, excepto que todas las propiedades significativas de los
exponentes se derivan de él.

En listemos todas las leyes de los exponentes més usadas y cuyo prueba se realiza considerando la

. .’ . . . . . p— 1 — p— p—
definicién previa y tomando las siguientes consideraciones a’ =a' ™' =% =1,a7" = (a" )" ya ' = 1.

Consideremos a > 0y n,m € Z:

Note que 0° no esta definido(no se puede).

. Qué hay de las potencias con fracciones, como aw? Para explicar eso, es importante recordar que
el actual simbolo de la raiz cuadrada (\[ ) fue introducido en 1525 por el matemdtico Christoph Rudolff
para representar la operaciéon que consiste en que cada nimero real z se le asocia el tinico niimero no
negativo y que elevado al cuadrado es igual a x, es decir, consiste en hallar el nimero y del que se conoce
su cuadrado 42 = z. El signo no es més que una forma estilizada de la letra  mindscula para hacerla més
elegante alargandola con un trazo horizontal, hasta adoptar el aspecto actual, que representa la palabra
latina radix, que significa raiz.

i Por qué decimos que (1/x) = z1/2? Esto tiene que ver con la preservacién de las leyes de los exponentes,
2
si pensamos en que se cumplen dichas leyes. Tendremos lo siguiente; x = (22 = (x%) . Asi, se puede

definir /z := x'/2. Similarmente, para la rafz n-ésima, esto es {/z := z=. Lo mejor de esto, es que se
siguen cumpliendo las leyes de los exponentes antes mencionados y todos los que existan.

Por otro lado, ;jpodemos hablar de potencias con nimeros irracionales? Es decir,;se puede escribir
definir algo como 277 La respuesta es afirmativa, pero es necesario la introduccién de limites, ademas de
tener conocimiento de la densidad de los racionales sobre los reales. Por ello, en caso de usarlo, daremos
por hecho de que dichos exponentes pueden existir. Y si desean profundizar en el tema, cuando se tenga
la herramienta podrdn intentar definirlo. Lo pondré aqui, pero no se pretende que se entienda hasta este
momento:

Definicién 1.6.16. Sea z € R y a € 1. Se define, z* como:

, Pn
a® = lim zan
n—oo

. Pn _
donde lim,, _, =

Sin més preambulo, veamos como se ven las graficas de algunas de funciones exponenciales:
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En la figura previa, se puede observar que cada funcién exponencial, intersectar al eje Y en en x = 0,
es decir, f(0) = 1. Adem4s se puede observar que si la base a es mayor que 1, es decir, a > 1, entonces la
funcién crece y si 0 < a < 1, entonces la funcién decrece.

1.6.3. Funciones trigonométricas

1.6.4. Funciones hiperbdlicas

1.7. Composicién de funciones

Si el codominio de una relacién coincide con el dominio de otra relacién entonces se puede construir
una nueva relaciéon

Definicién 1.7.1. Sean A, B,C conjuntos, RC Ax B y S C Bx C. La relaciéon R compuesta con (o
seguida de) S es la relacion denotada y definida como sigue:

SoR;={(a,c): existe b€ B tal que (a,b) € R y (b,c) € S}.

Observe que el orden es muy importante. Esa es la definicién general para una relacion, pero en el
caso especial de funcién, queda como sigue (una vez simplificando lo que se requiera simplificar como: la
notacion, etc.):

Definicién 1.7.2 (Composicién de funciones). Sean f: A — B y g: B — C funciones. La funcion f
compuesta con (o seguida de) g es la funcién con dominio A, codominio C y regla de correspondencia

z—=g(f(x)), para todo x € A.

Y es denotado por go f, es decir, go f : A — C dado por go f(x) = g(f(x)).

B Ejemplos 1.7.3. Veamos los sigutentes casos:

s Sean f : R — R dado por f(x) = 23 +1 y g : R — R dado por g(x) = x + 1, entonces las
composiciones fog y go f estdn dadas por:
o fog(z)=flg(z)) = flz+1)=(z+1)° + 1 =2 + 32% + 32 + 2
e gof(x)=g(f(z)) =gz +1)=(*+1)+1=2a"+2

Este ejemplo muestras que la composicion no es «conmutativar.

= Si Ay B son dos conjuntos y f : A — B una funcion, entonces

foida=fyidpog=yg
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Proposicién 1.7.4. Sean f: A— B, g: B— C y h:C — D funciones, entonces
ho(gof)=(hog)of.
Es decir, la composicion es asociativa, por lo que podemos hacer caso omiso a los paréntesis.

Dem.
Ambas composiciones tienen el mismo codominio A y codominio D, por lo que para probar la igualdad
basta con verificar la regla de correspondencia, por ello, sea x € A.

ho(go f)(z) =h((go f)(x)) =hlg(f(x))]

(hog)o f(z) = (hog)(f(z)) =hlg(f(x))].
Esto prueba lo deseado.

Q.E.D

Definicién 1.7.5. Sea f: A — B una funcion.

= Si existe una funcion g : B — A tal que go f =id 4, entonces a g se le llama inversa izquierda de

f-
= Si existe una funcion g : B — A tal que fog =idp, entonces a g se le llama inversa derecha de f.
Para dar un ejemplo usaré las siguientes funciones:
Definicién 1.7.6. En Z.
s La funcién techo esta definida como [ ] :7Z — Z y dado por [x] =min{z € Z: x < z}

= La funcidn piso esta definida como | | : Z — Z y dado por |x| =méx{k € Z: k <z}

= La funcién entero esta definida como []:Z — Z y dado por
] six>0
[z] = .
[z] siz <0

B Ejemplo 1.7.7. Sea f : Z — 7 dada por f(z) = 2z y g : Z — Z dada por g(z) = [5], veamos

quienes son fogygo f: 2 z
reat=1([3]) =[5

Si z = 3, entonces % =15y [1.5] =1, por lo que f o g(3) = 2. Es decir, f no es inversa izquierda de
g y g no es inversa derecha de f. Sin embargo,

g0 f(2) = g(22) = [Qﬂ — o] = 2 = ida(2).

Por lo que, f es inversa izquierda de g y g es inversa derecha de f.

Cabe resaltar que este ejemplo 1.7.7 muestra que es posible tener inversas izquierdas o derechas sin
que necesariamente sean ambas al mismo tiempo.

Definicién 1.7.8. Sea f: A — B una funcion. Cuando existe g : B — A funcion tal que fog=idpg
y go f=1ida, decimos que f es invertible y que g es su inversa.

B Ejemplo 1.7.9. Sea f : R — R dada por f(z) =2z y g : R — R dada por g(x) = % . Es facil,
mostrar que se cumple lo deseado.
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Teorema 1.7.10. Sea f : A — B Una funcién. Si g1,92 : B — A funciones tal que g1 es inversa
izquierda y go es inversa derecha de f, entonces g1 = ga, es decir, f es invertible.

Dem.
Por definicién de inversa izquierda y derecha, tenemos que: g1 o f =ida y f o go = idp. Asi,

gi=g1oldp=g10(fog2) = (g910f)oge=1idaogs = go.
Por lo tanto, f es invertible.

Q.E.D
Corolario 1.7.11. Si f: A — B es invertible, entonces su inverso g : B — A es tunico.

1.8. Funciones inyectivas, suprayectivas y biyectivas

Definicién 1.8.1. Una funcion f : A = B se llama inyectiva si para todo x1,x2 € A, tales que

X1 # Ta, se tiene f(x1) # f(x2).

B Ejemplos 1.8.2. Veamos unos ejemplos:
s Rz f(z) =2+ 1€eR, es inyectiva.
» Z3x Y g(z) =32 € Z, es inyectiva.
=Rz h(z) = 22 € R NO es inyectiva, pues f(1) =1 = f(—=1) y 1 # —1.
Tomamos las proposiciones P : 1,20 € A, con 1 # 22y Q : f(x1) # f(x2), entonces probar que f es

inyectiva, es mostrar que P = @, o similarmente =@ = —P, es decir, Si f(z1) = f(z2), entonces x1 = x2,
cualquiera de estas se puede usar para probar lo deseado, sin embargo, la tdltima es la mas usada.

B Ejemplo 1.8.3. Veamos que f : R «— R dada por f(x) = 2z + 3 es inyectiva. Supongamos que
f(x) = f(y), es decir, 2c +3 =2y + 3, asi

1 1
21:+3—3:2y—|—3—3:>5(2x):§(2y):>m:y.

Definicién 1.8.4. Una funcidén f: A — B se llama sobreyectiva (o sobre) si para todo y € B, existe
x € A, tal que f(x) =1y .

B Ejemplo 1.8.5. Retomando los ejemplos 1.8.2 tenemos:
w [ es sobre, pues para y € R arbitrario, f(y—1)=(y—-1)+1=y.
= g no es sobre, pues 1 € Z, pero no existe entero z tal que 3z = 1.

» h no es sobre, pues no existe real = tal que x> = —1.

Definicién 1.8.6. Una funcién f: A — B se llama biyectiva si es inyectiva y sobre.
Por lo que en nuestros ejemplos 1.8.2 se tiene que f es biyectiva.

Teorema 1.8.7. Una funcion f: A — B es biyectivas si y solo si es invertible.

21



Dem.
Si f es biyectiva, se define g : B — A de la manera obvia: para cada b € B por sobreyectividad existe
a € A tal que f(a) = by por inyectividad a es dnico, asi, se define g(b) = a. Entonces,

fog) = flg(b)) = fla) =by go fla) = g(f(a)) = g(b) = a.

Es decir, fog = idg y go f = ida, por lo tanto, f es invertible. Ahora, mostremos la veracidad del
reciproco, supongamos que f es invertible, entonces existe g : B — A tal que fog=1idg y go f =idy4,
veamos que f es inyectiva y sobre:

= Supongamos que f(a1) = f(az), entonces a; = g(f(a1)) = g(f(az)) = az, es decir, f es inyectiva.
= Sea b € B. Tomamos a = g(b), se sigue que f(a) = f(g(b)) = b, Es decir, f es sobre.
Por lo tanto, f es biyectiva.

Q.E.D

Proposicién 1.8.8. Sean f: A— B yg: B — C funciones.
(1) Si f,g son inyectivas, entonces go f: A — C es inyectiva.
(2) Si f,g son sobre, entonces go f: A — C es sobre.

Dem.
Sean f: A— By g:B — C funciones.

(1) Supongamos que f,g son inyectivas y sean aj,as € A tal que g o f(a1) = g o f(az2), entonces
g (f(a1)) = g(f(az2)). Por inyectividad de g, tenemos que f(a;) = f(az) y por los la inyectividad de
f se sigue que a1 = as. Por lo tanto, g o f es inyectiva.

(2) Supongamos que f, g son sobres y sea ¢ € C. Dado que g es sobre, se sigue que existe b € B tal que
g(b) = C y por ser f sobre, se sigue que existe a € A tal que f(a) = b. Asi, go f(a) = g(f(a)) =
g(b) = ¢. Por lo tanto, g o f es sobre.

Q.E.D
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