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Capitulo

Fundamentos logicos y teoria de conjuntos

1.1. Légica proposicional

La légica desempena un papel fundamental en las matematicas, ya que proporciona
un marco riguroso para el razonamiento deductivo y la demostracion de teoremas ma-
tematicos. La logica establece reglas y estructuras para analizar y evaluar la validez de
los argumentos matematicos, asegurando la coherencia y consistencia del razonamiento.
Veamos las siguientes razones clave sobre la importancia de la légica en las matematicas:

» Rigor y precision: La légica garantiza que las afirmaciones matemaéticas sean ri-
gurosas y precisas. Ayuda a evitar ambigiiedades y garantiza que los resultados
matematicos sean sélidos y confiables. La légica proporciona un lenguaje formal
y un conjunto de reglas para expresar ideas matematicas de manera clara y sin
ambigiiedades.

s Demostracion de teoremas: La 16gica es fundamental para la demostracién de teore-
mas matematicos. Proporciona herramientas y técnicas para estructurar y presentar
argumentos véalidos que respalden la veracidad de las afirmaciones matematicas. La
validez l6gica de un razonamiento es esencial para establecer la verdad de un teo-
rema.

» Consistencia y coherencia: La logica ayuda a mantener la consistencia y coherencia
en las matematicas. Ayuda a evitar contradicciones y paradojas en los sistemas
matematicos. Al seguir reglas l6gicas sélidas, se pueden identificar inconsistencias
y resolver problemas que podrian surgir en el desarrollo de teorias matemaéticas.

= Fundamentos de la matemdtica: La légica proporciona los fundamentos tedricos
de la matematica. Los sistemas axiomaticos y las estructuras logicas subyacentes
permiten construir y analizar diferentes dreas de las matematicas, como el algebra,
la geometria, el calculo y la teoria de conjuntos.

s Aplicaciones en la computacion: La légica matematica es la base de la ciencia de
la computaciéon y la programaciéon. Los principios légicos se utilizan para construir
algoritmos, disenar sistemas de hardware y software, y garantizar la correccion y
consistencia de los programas informaticos.



En conclusiéon a logica es esencial en las matematicas porque proporciona un marco
riguroso para el razonamiento y la demostracién de teoremas. Ayuda a mantener la
consistencia y coherencia en los sistemas matematicos, y su aplicacion se extiende mas
alla de las matematicas en campos como la informatica y la programacién.

1.1.1. Conceptos basicos

La logica ha sido descrita como el reino de lo verdadero y lo falso en el mismo sentido
que la ética es el de lo bueno y lo malo o la estética el de lo bello y lo feo.

Una proposicién es una sentencia o expresion que puede ser verdadera o falsa, pero
no ambas al mismo tiempo. Por lo tanto, una proposiciéon tiene un valor de verdad,
que puede ser V si es verdadera, o F si es falsa.

B Ejemplos 1.1.1. Los siguientes ejemplos son proposiciones verdaderas:
» La raiz cuadrada de 16 es igual a 4: /16 = 4.
» Fl producto de cualquier nimero real por 0 es igual a 0: n -0 = 0.
» El valor absoluto de un nimero negativo es siempre positivo: |(—n)| = n.

» La suma de los dngulos internos de un tridngulo es siempre 180 grados: a+f+~y =
180°.

n Bl numero m es irracional.

» La suma de los dngulos externos de cualquier poligono siempre es 360 grados: Y 0; =
360°.

» El producto de dos nimeros negativos es siempre positivo: (—a) - (—b) = ab.

B Ejemplos 1.1.2. Los siguientes son proposiciones falsas:

» Bl cuadrado de un nimero siempre es mayor que el nimero en si mismo: n? > n.

odos los tridngulos isosceles son equildteros.

El resultado de dividir cualquier nimero entre cero es infinito:

ol
I
8

La suma de dos niumeros irracionales es siempre irracional.

La longitud de la circunferencia es igual al cuadrado de su radio.

B Ejemplos 1.1.3. Algunos ejemplos de expresiones que no son proposiciones
son:

m <78
m «x —1=>5»

w «;Cudl es la solucion de 2o —1 =02



Generalmente, para referirnos a proposiciones especificas se usan letras mayusculas.
Por ejemplo,

P : 25 es un numero entero par.
Q:3+5=8.

R : 2z 4+ 3 es una ecuacion.

Las proposiciones pueden contener variables como lo son: z.y, 2z, etc. Por ejemplo:

P : Para todo numero real «x», existe un nimero real «y»tal que y > .

Esta proposicién es verdadera independientemente del valor de x. Entonces podemos
denotarlas por:

P(z) : Para todo nimero real «x», existe un nimero real «y»tal que y > x.

Hay oraciones o expresiones matematicas que contienen variables y no son proposi-
ciones, por ejemplo:

Q(a) : a es un nimero entero que es divisible por 5.

Este enunciado solo adquiere el estatus de proposicién cuando asignamos un valor
especifico a a (y asi podemos determinar si es verdadera o falsa). Por ejemplo, Q(3) es
falsa y Q(15) es verdadera. Una expresién como @(a), cuyo valor de verdad depende de
una o mas varibales, es lo que se llama una expresién abierta.

Existen proposicion que no se compone de otras proposiciones, a estas proposiciones
se le llaman atomos o proposiciones atomicas. Para construir otras proposiciones a
partir de otras se usan lo que se conoce como conectivos logicos que son simbolos(con
significado) que sirven para combinar proposiciones en general y de esa manera crear una
nueva proposicion.

B Ejemplo 1.1.4. Proposicion: Si llueve, entonces las calles estan mojadas.

Los atomos son: Llueve, las calles estan mojadas.
Conectivo: si, entonces

B Ejercicio 1.1.5. Determina si el siguiente enunciado es no verdadero: «FEsto no es
UNG Proposicions.

1.1.2. Conectivos Légicos

Como ya se ha mencionado, un conector es una funciéon que se aplica a proposiciones
(0 a sus valores de verdad), produciendo otra proposicién. Pueden caracterizarse comple-
tamente mediante una tabla de verdad.

Podemos emplear la conjuncién «y»para combinar dos proposiciones y generar una
nueva proposicion. Veamos el siguiente ejemplo:

B Ejemplo 1.1.6. Consideremos dos proposiciones P, () como sigue:

P : El numero w es irracional.



Q : El numero % es racional.

R: El numero 7 es irracional y El nimero % es racional.

En el ejemplo 1.1.6 tenemos que P, () son verdaderas, entonces también lo es R. En
general, dadas dos proposiciones P y (), podemos combinarlas para formar una nueva
proposicién «P y @». Usamos el simbolo A para indicar la palabra «y». De modo que
P A @ significa «P y (». La proposicién P A Q) es verdadera si ambos lo son, en cualquier
otro caso, es falsa. Esto se resume en la siguiente tabla de verdad.

(PlQ[PAQ]
VIV V
V(F| F
FIV]| ¥
F|F| F

En esta tabla, P y @ representan las dos proposiciones que queremos combinar con
la conjuncién «y»(A). La columna final muestra el resultado de la conjuncién para cada
combinacion de los valores de P y (). Donde «V »representa una proposicién verdadera,
y «F'»representa una proposicion falsa.

Ademas, es posible establecer una conexién entre dos proposiciones utilizando el
término «o», generando asi una proposicion adicional. Esto es, dadas dos proposiciones
Py @, la afirmacion «P o ()»significa que alguna de las dos puede ocurrir, en términos
matematicos el nuevo enunciado es verdadero si al menos una de las dos es verdadera. Se
usa el simbolo V para denotar la palabra «o». Asi, PV @ significa «P 0 (J». Veamos un
ejemplo

B Ejemplo 1.1.7. Consideremos las proposiciones P y () como siguen:
P : El numero 7 es irracional
Q@ : El numero T es racional

PV @ : El numero 7 es irracional o el niumero m es racional

En el ejemplo previo PV () es verdadera, pues P lo es. La tabla de verdad para PV @)
es la siguiente:

También, es comun negar oraciones y obtener con ello su enunciado opuesto. Dada
una proposiciéon P, podemos formar una nueva proposicién «no es cierto que P».
Usamos el simbolo — para indicar la frase «no es cierto que».

B Ejemplo 1.1.8. Usando la notacion correspondiente:



P . Matemdticas es dificil.

=P : Matemdticas no es dificil.

La tabla de verdad para PV @ es la siguiente:

PP

v
F

F
\Y

En nuestro idioma, empleamos oraciones condicionales, es decir, cuando sucede cierto
evento, se produce una consecuencia determinada. Un ejemplo de esto seria: Si no dedico
tiempo al estudio, obtendré una calificacion baja. Estos conectores se conocen como
condicionales. En el el lenguaje matematico; dadas P y () proposiciones, podemos formar
la nueva proposicién «Si P, entonces ()». La representacion simbélica de esta proposicion
es la siguiente; P = (@), la cual también se puede leer como « P implica ()»y se conoce como
proposicion condicional. Ahora, P = () establece una relacion entre dos proposiciones:
P vy ). P puede ser una afirmacion o condicién inicial, mientras que () representa la
consecuencia o resultado esperado. El significado de P = () nos dice que la tinica manera
esta sea falsa, es que P sea verdadera y ) falsa. Asi, la tabla de verdad es:

(PlQ[P=Q]
VIV] Vv
VIF| F
FIV] V
FIF| Vv

Las expresiones mas comunes que significan P = () son:

= Si P, entonces Q.

Q, si P.

Q, siempre que P.

= P es una condicion suficiente para Q).

(@ es una condicién necesaria para P.

P, solo si Q.

Veamos un ejemplo de la implicacién en algunas de sus expresiones semanticas:

B Ejemplo 1.1.9. Si estudias, entonces aprobards el ezamen. P : Estudias y Q) : Apro-
baras el examen.

s Aprobaras el examen, si estudias.
» Aprobaras el examen, siempre que estudias.

= Fstudias, solo si aprobaras el examen.



La proposicion reciproca de una implicacién P = () se obtiene intercambiando las
proposiciones P y () para formar la implicacién () = P. La contrarreciproca (o contra-
positiva) de P = () se obtiene al negar ambas proposiciones y luego intercambiarlas para
formar la implicacién =) = —P. Es importante tener en cuenta que la contrarreciproca
siempre tiene el mismo valor de verdad que la implicacién original. Si la implicacién origi-
nal es verdadera, la contrarreciproca también serd verdadera, y si la implicacion original
es falsa, la contrarreciproca también sera falsa.

Ahora, dadas dos proposiciones P y (), podemos considerar tanto P = () como
@ = P. En primer lugar, P = @ no es lo mismo que () = P, pues tienen distinto
significado y por lo tanto valores de verdad distintos. Si consideramos la proposicion
(P = Q)N (Q = P), que sabemos que es verdadera cuando ambas lo son. Leemos ) = P
como «P si Q»y P = ) como «P, solo si ()», en consecuencia, leemos (P = Q)A\(Q = P)
como «P, si y solo si », y el simbolo que usamos para la frase «si y solo sires <=,
por tanto, denotaremos a (P = Q) A (Q = P) como P <= (. Una proposicién de la
forma P <= () se conoce como proposicion bicondicional.

B Ejemplo 1.1.10. Sea P : x es un numero par y QQ : x es divisible por 2.
P = Q: Six esun niumero par, entonces x es divisible por 2.

Q= P: P: Six es divisible por 2, entonces x es un numero par.

P << @ : x es un numero par, si y solo si, es divisible por 2.

Usando el conocimiento que tenemos de las tablas de verdad de A y = se puede
obtener la tabla de verdad siguiente:

P1Q[P=Q|Q=P|P < Q]

VIV \Y \Y \Y
V| F F \Y F
F|V \Y F F
F|F \Y \Y \Y4

Por lo que la tabla de verdad de P <= (@ es:
PlOIP — Q]

VIV \Y
VIF F
FlV F
F|F \Y%

Toda proposicién matemaética tiene su tabla de verdad, hay casos especiales que me-
recen un nombre adecuado. Una proposicién se llama tautologia cuando su tabla de
verdad es siempre verdadera y cuando es siempre falta se llama contradiccion.

1.1.3. Equivalencias Légicas

La equivalencia légica se refiere a la relacion entre dos proposiciones logicas que tienen
el mismo valor de verdad en todas las situaciones posibles. En otras palabras, dos propo-
siciones son logicamente equivalentes si y solo si tienen la misma tabla de verdad.

Por ejemplo, las proposiciones P <= Q y (P A Q) V (=P A =Q) son légicamente
equivalentes:



(PlQ-P|-Q[PAQ|-PA-Q]P < Q|(PANQ)V(-PA—Q) |
VIV] F[F Vv F \% Y
VIF| F |V F F F F
FIV|] V|F F F F F
FIF| V|V F \ Y \%

Usamos el simbolo = para denotar la equivalencia légica de dos proposiciones, en
nuestro ejemplo tendremos:

P <<= Q=(PANQ)V (=P A-Q).

Unas ilustracion relevantes de equivalencia logica se puede encontrar en el siguiente
en los siguientes casos:

P=Q=-Q= P
P=Q=-PVQ.

Para verificar estas equivalencias, examinamos sus tablas de verdad:

(Pl -P|Q[P=Q] Q= P]

VIV F | F \Y \
VIF| F |V F F
FIV] VI|F \ \Y
FIF| V]|V \ vV
PlQ-P|P=Q|-PVQ]
VIV F \Y \
VIF| F F F
FlV] V \ vV
FIF| V \ V

1.1.4. Enunciados matematicos
Definiciones

El concepto de definicién es uno de los fundamentos esenciales en matematicas y
constituye uno de los primeros conceptos que se exploran en esta disciplina.. En ma-
tematicas, una definicion es una declaracién precisa y clara que establece el significado
de un concepto o término. Una definicién tiene el propdsito de proporcionar una descrip-
cion precisa y sin ambigiiedades de un objeto, una propiedad o una relaciéon matemaética.

Una definicién matematica generalmente se compone de dos partes: el término que
se define y la descripcién o caracteristicas que lo distinguen. La descripcién puede in-
cluir propiedades, relaciones o condiciones que deben cumplirse para que el término sea
aplicable.

Una buena definicion en matematicas es precisa, concisa y no ambigua, evitando
cualquier tipo de ambigiiedad o confusién en su interpretacién. Ademds, es importante
que una definicién sea consistente con los conceptos y principios establecidos en el &mbito
matematico.



Las definiciones matematicas son fundamentales para establecer una base solida en
cualquier area de estudio matematico, ya que permiten un lenguaje preciso y cominmente
aceptado para comunicar ideas y teoremas.

Daremos, como ejemplo, algunas definiciones. Es fundamental tener en cuenta que no
proporcionaremos definiciones para todo, ya que partiremos del supuesto de que el lector
posee cierto nivel de familiaridad con;

= los nimeros naturales: N :0,1,2,3,4,5,...,,

= los nameros enteros: Z : ..., —5,—4,—-3,—-2,—-1,0,1,2,3,4,5,...,,

a

7 con a y b nimeros enteros y b # 0,

= los racionales: Q que son de la forma
= los irracionales que son los que no son racionales,
= los nimeros reales R que es la union de todos los anteriores.

y por su puesto que conoce las operaciones suma y producto con ellos, ademas de algo
de algebra elemental, asi como ciertos conceptos sobre estos espacios.

Definicién 1.1.11. Dados dos enteros a y b, si b = ac, para algin entero c, diremos que
a divide a b, y escribimos alb. En esta situacion, a es un divisor de b, y b es mailtiplo
de a.

Por ejemplo, 3 divide a 15, pues 15 = 3(5). Escribimos esto como 3|15, sin embargo
3 no divide a 13, pues no existe un entero ¢ tal que 13 = 3¢. Escribimos esto como 3 /13
que se lee como «3 no divide a 13».

Definicién 1.1.12. Decimos que un numero natural p mayor que 1 es primo si sus
unicos divisores positivos son 1 yp .

Ejemplo de nimeros primos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29.

Proposiciones verdaderas: Teoremas, Lemas y Corolarios

En matematicas, un teorema es una afirmacién o proposicién que ha sido demostrada
rigurosamente y se considera verdadera dentro de un determinado sistema matematico.
Los teoremas son fundamentales en la construcciéon y desarrollo de la teoria matemati-
ca, ya que proporcionan resultados importantes y establecen conexiones entre diferentes
conceptos matematicos.

Los teoremas pueden abarcar una amplia gama de areas y ramas de las matematicas,
como el dlgebra, la geometria, el calculo, la teoria de nimeros, la légica y més. Algunos
teoremas son conocidos por sus nombres propios, como el teorema de Pitagoras, el teorema
de Fermat o el teorema fundamental del calculo.

Los teoremas son fundamentales en matematicas porque establecen verdades ma-
tematicas basadas en un razonamiento légico sélido y proporcionan las bases para el
desarrollo y avance de nuevas ideas y teorias. También son utilizados para resolver pro-
blemas matematicos y para establecer relaciones y propiedades dentro de diferentes areas
de estudio.

Los teoremas usualmente son proposiciones condicionales, es decir, del tipo P = @,
aunque a veces el enunciado del teorema o proposicion a veces oculta este hecho. Para
ejemplificar esto 1ltimo veamos la siguiente proposicion:



Teorema 1.1.13 (Teorema de Pitagoras). En un tridngulo rectingulo con lados de
longitudes a, b y ¢, donde c es la hipotenusa, se cumple que

a’ + b =2

omo este enunciado, no parece ser una proposicion condicional, sin embargo podemos
C t do, d 1, b d
expresarla como una proposicion condicional escribiendo:

Teorema 1.1.14. Si un triangulo es un triangulo rectangulo con lados de longitudes a,

b y ¢, donde c es la hipotenusa, entonces se cumple que a® + b? = c2.

Cuando un teorema en matematicas se puede expresar en forma de una condicional
P = @ , la proposicion P se llama hipdtesis o conjunto de supuestos, y la consecuen-
te(proposicién) @ es la afirmacién que se deduce a partir de la hipdtesis, es decir, la
tesis. En nuestro ejemplo, la hipdtesis o antecedente es que el tridangulo es un triangulo
rectdngulo con lados a, b y ¢, y la conclusién o consecuente es la igualdad a®+b* = . Ca-
be senalar que no todo teorema es una proposicién condicional. Algunos tienen la forma
bicondicional P <= (). Otros teoremas son simplemente proposiciones P.Por ejemplo,

Teorema 1.1.15. Existe una infinidad de nimeros primos

Hay varias palabras que significan esencialmente lo mismo que la palabra «teoremas.
En general «teoremasse reserva para proposiciones significativas o importantes (por ejem-
plo, el Teorema de Pitagéricas). Una proposicién verdadera, pero no significativa, se llama
simplemente proposicion, un lema es proposicién verdadera auxiliar utilizado en la de-
mostraciéon de un teorema, un corolario es una consecuencia directa de un teorema
previamente demostrado.

Una demostracién de la veracidad de una proposicién es un argumento légico que
muestra de manera clara y convincente por qué un teorema es verdadero. Las demostra-
ciones pueden involucrar razonamientos deductivos, reglas matematicas, propiedades de
los nimeros y objetos matematicos, entre otros elementos. Se compone de una secuencia
de afirmaciones numeradas de (1),(2),...,(n), donde cada afirmacién estd respaldada
por una o mas razones que justifican su validez. Estas razones pueden incluir hipdtesis,
definiciones, afirmaciones previas en la misma demostracién o proposiciones matematicas
ya demostradas. La tultima afirmaciéon de la secuencia es la tesis que se busca demostrar.

1.1.5. Demostraciones

El objetivo de una demostracién es proporcionar una justificacién sélida y convin-
cente de la veracidad de una afirmacién matematica. Al demostrar una proposicion, se
establece una verdad matematica de forma rigurosa, lo que permite su aplicacion en el
desarrollo de nuevas teorias, la resolucion de problemas y el avance del conocimiento ma-
tematico. Existen varios tipos de demostraciones en matemaéticas, cada uno de los cuales
se utiliza para abordar diferentes situaciones y problemas. Veremos algunos de los tipos
mas comunes utilizados en distintas areas de la matematica.



Demostracién directa

La demostraciéon directa es el tipo de demostracién méas basico y comun. Consiste
en presentar una secuencia légica de pasos y argumentos que llevan directamente desde
las premisas hasta la conclusién deseada. Se utiliza cuando la relacion entre las premisas
y la conclusion es clara y se puede establecer de manera directa. Para llevar a cabo una
demostracion directa, se comienza con las premisas o supuestos iniciales y se aplican reglas
légicas y propiedades matematicas para llegar a la conclusion deseada. Se evita el uso de
suposiciones adicionales o técnicas mas complejas, y se busca una argumentacion clara
y sencilla para demostrar la validez de la afirmacién. Al examinar la tabla de verdad
de la implicacion logica P = (), podemos notar que para demostrar el teorema de la
proposicién P = (), basta con mostrar que cuando P es verdadero, también lo es Q).
Esto se debe a que la implicacion P = () es verdadera cuando la premisa P es falsa, sin
importar el valor de verdad de ). Por lo tanto, en una demostracién directa de P = (),
asumimos que la premisa P es verdadera y utilizamos argumentos logicos para demostrar
que la conclusion () también es verdadera. En resumen, en una demostracion directa
de P = (@, nos enfocamos en establecer la validez de la relaciéon entre la premisa y la
conclusion, siguiendo el siguiente esquema logico.

Esquema para una demostracién directa

Proposiciéon 1.1.16. Si P, entonces Q).

Demostracion. Supongamos P,

En consecuencias Q). O

Los puntos suspensivos : indican la secuencia de razonamientos légicos que inician
con P verdadero y finaliza con () verdadero. El inicio de la demostracion se inicia con
Demostracion o a veces solo colocamos la abreviacion Dem. y se finaliza con el simbolo
(] o también podemos finalizar con la expresién Q).E.D que significa «Queda entonces
demostrado». Como ejemplo, demostremos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.1.17. Si x es una solucién de la ecuacién ax® +bx +c¢ =0 con a # 0,

entonces
—b+ Vb? — 4dac
Tr =
2a
Dem.

Supongamos que  es una solucién de la ecuacién az? 4 bz + ¢ = 0, es decir, satisface la
ecuacion.

Factorizamos a:
(5 03)
alz+-z+ -] =0.
a a

Sumamos un cero dentro de los paréntesis como sigue ((2—2)2 — (—)2 = 0):

b b\* /b))’

ala?+ -2+ (—) — (=) +5] =0
a 2a 2a a
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Como (x + %)2 =z? + Q%x + (i)2 =24 br + (i)z, entonces

Como a # 0, entonces La = 1, asf;
a

+b2 b2+c 1 +b2 b2+c Lo _ g
r+—] — | — —=—a T+ —] — | = — ] =-0=0.
2a 2a a a 2a 2a a a

Esto es,
PR R (A
r+—) —(=— -=0.
2a 2a a
Despejamos el termino (a: + %)2 para obtener: (x + %)2 = (%)2 — <= 4% — <=
b%—4ac

o< Asi, sacando raiz cuadrada de ambos lados de la ecuacion, obtenemos (sin olvidar
el terminé +) lo siguiente:

2 _ 2 _
:L‘—i-i::l: b 4ac:i\/b 4ac'
2a 4q? 2a

Esto implica que:

b= Vb? — 4dac

o 2a

Q.E.D

Demostracion por contrapositiva

La demostracién por contrapositiva (o contrarecirpoca) es un método utilizado para
demostrar una afirmacién condicional P = () usando su equivalencia logica —=Q) = —P.
En otras palabras, en una demostracion por contrapositiva, se supone inicialmente la
negacién de la conclusién (# @) de la afirmacién condicional y luego se muestra que
esto implica la negacién de la premisa (# P). Si se puede demostrar que la negacién
de la premisa es verdadera, entonces se concluye que la afirmacion condicional original
es verdadera. En resumen, es probar la proposiciéon =) = —P de manera directa. Una
demostracion por contrapositiva sigue el siguiente esquema:

Esquema para una demostracién por contrapositiva

Proposiciéon 1.1.18. Si P, entonces Q).

Demostracion. (por contrapositiva) Supongamos —(Q),

En consecuencias —P. O

Como ejemplo, demostraremos una misma proposicion usando los dos métodos vistos
hasta ahora.

Proposiciéon 1.1.19. Si x es un numero entero divisible por 6, entonces x es divisible
por 2 y por 3.

11



Dem. (Directa).
Supongamos que z un numero entero divisible por 6. Esto es, x = 6k, donde k es un
nimero entero. Como 6 = (2)(3), entonces

r = 6k
x=(2)(3)k
x = 2(3k) = 3(2k)

Dado que 3k y 2k son nimeros entero, concluimos que x es divisible por 2 y por 3. Por
lo tanto, la afirmacion condicional es verdadera.

Q.E.D

Dem. (Por contrapositiva).

Supongamos que x es un numero entero que no es divisible por 2 o no es divisible por
3. Si x no es divisible por 2, entonces no puede ser divisible por 6, ya que 6 es divisible
por 2. De manera similar, si x no es divisible por 3, entonces tampoco puede ser divisible
por 6, ya que 6 es divisible por 3. Por lo tanto, si un nimero no es divisible por 2 o no
es divisible por 3, no puede ser divisible por 6. Concluimos que x no es divisible por 6, y
por lo tanto, la afirmacién condicional original también es verdadera.

Q.E.D

Es importante tener en mente que no hay una «mejorrdemostracién en general,
ya que la eleccion del método de demostracién depende del contexto, la naturaleza del
problema y las premisas dadas. Tanto la demostracién directa como la demostracion por
contrapositiva son métodos validos y ampliamente utilizados en matematicas.

En algunos casos, la demostracién directa puede ser mas simple y directa, especial-
mente si se tienen todas las premisas necesarias para llegar a la conclusion deseada. Es
un enfoque lineal y facil de seguir, lo que lo hace mas intuitivo y comprensible.

Sin embargo, en otros casos, la demostracién por contrapositiva puede ser més efectiva.
Puede ser ttil cuando no se dispone de informacién directa o cuando se quiere evitar un
razonamiento mas complejo. La demostracién por contrapositiva puede proporcionar una
alternativa més clara o mas sencilla para demostrar la afirmacion condicional. El siguiente
ejemplo, muestra que es mas facil probarlo por contrapositiva.

Proposicién 1.1.20. Si 22 es par, entonces x es par.

Dem.(Por contrapositiva).
Sea P : 22 es par y @ :x es par. Supongamos —(, esto es, x es impar. Existe a entero tal
que

r = 2a+1.
Asi,

2? = (20 +1)* = 4a® + 4a + 1 = 2(2a* + 2a) + 1.
Por tanto, 2% es impar, es decir, =P es verdadera.
Q.E.D

En ultima instancia, la «mejor»demostracion dependera de las circunstancias especifi-
cas y de los objetivos de la demostracion. Lo mas importante es elegir un enfoque que sea

l6gico, riguroso y que permita demostrar la veracidad de la afirmacién de manera clara
y convincente.

12



Demostracion por contradiccién

La demostracion por contradiccién es otro método comunmente utilizado en ma-
tematicas para demostrar una proposicién o teorema. Consiste en suponer inicialmente la
negacion de la afirmacion que se desea demostrar y luego derivar una contradiccion légica
o matematica a partir de esa suposicion. Si se llega a una contradiccion, se concluye que
la afirmacién original es verdadera.

Supongamos que queremos demostrar que una proposicion P es verdadera. Una de-
mostracién por contradicciéon comienza suponiendo que P es falsa, esto es, =P es
verdadera, y finaliza deduciendo que para una cierta proposiciéon C', se cumple también
—C' | en otras palabras, es una contradiccién (C' A =C'). Por lo que una demostracién por
contradiccion sigue el siguiente esquema.

Esquema para una demostracién por contradicciéon

Proposicién 1.1.21. P.

Demostracion. (por contradiccién) Supongamos —P.

En consecuencias C' A =C'. O

En este método, no esta especificado claramente qué representa la proposicién C'. Sin
embargo, el proceso de demostracion por contradiccion comienza asumiendo que la nega-
cion de la proposicion P, =P, es verdadera y mediante razonamiento légico se obtienen
nuevas proposiciones que eventualmente conducen a una proposicién C' y su negacion,
—('. Veamos un ejemplo de esto.

Proposicién 1.1.22. El nimero V2 es irracional.

Dem. (Por contradiccién).
Sea P : el nimero v/2 es irracional. Supongamos =P, esto es, v/2 no es irracional. Entonces
V/2 es racional, entonces existen enteros a y becon b # 0 tales que

V2 = > (1.1)

De hecho podemos suponer que la fraccion ¢ estd completamente simplificada. Esto

es, a y b no tienen factores comunes. En particular, 2 fa y 2 /b. Elevamos al cuadrado a
ambos lados de la ecuacion 1.1, obtenemos

a

2= 2 (1.2)
esto es,

a® = 2b%. (1.3)

Esto implica que a? es par, entonces a es par (ver un ejemplo anterior). Como sabemos

que a y b no son ambos pares, entonces b es impar, sea C': b es impar, tenemos que C' es
verdadero. Ahora, existe r nimero entero tal que a = 2r, Asi

4r? = 20 = 2r? = 1P,

Esto es, b% es par, por lo que b es par, es decir, se cumple =C, En consecuencia C' A =C,
es decir, una contradiccion.
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Q.E.D

Como mencionamos anteriormente, en muchas (casi todas) ocasiones nos encontramos
con teoremas en forma de condicionales, es decir, de la forma P = (). entonces ;como
se prueba por contradiccién una condicional P = )7 Para responder esta cuestion, es
importante recordar la equivalencia légica antes mencionada P = () = —P V @, por lo
que =7(P = Q) = P A —Q, asi que el esquema de demostracién por contradiccién de
P = @ es la siguiente:

Esquema de demostracion por contradiccion de la proposicion condicional

Proposicion 1.1.23. P.

Demostracion. (por cotradiccién) Supongamos Py —Q).

En consecuencias C' A =C. OJ

Como ejemplo, vamos a demostrar una proposicién condicional que ya ha sido demos-
trada, pero esta vez utilizando el método de la contradiccion.

Proposicién 1.1.24. Si 22 es par, entonces x es par.

Dem.(Por contradiccién).
Sea P : 2% es par y Q : x es par. Supongamos P y # , es decir, que z? es par y que x
no es par, es decir, x es impar. Entonces, existe a entero tal que

r = 2a+1.
Asi,
2= (2a+1)?=4a’>+4a+1
= 2(2a” + 2a) + 1
=2k+1 (k=2d*+2a).
Esto es, 22 es impar, es decir, =P (aqui la proposicién C' es P). Por lo tanto, P A =P
(contradiccién).

Q.E.D

Demostracion de bicondicionales

Sabemos que una proposiciéon bicondicional P si y solo si () es logicamente equiva-
lente a
(Si P, entonces Q) y (si Q, entonces P).

Por lo tanto, para demostrar una proposicion de este estilo, debemos demostrar las
dos proposiciones; P = @ ((Si P, entonces Q) v @ = P (si @), entonces P). Asi, la
demostracion de una bicondicional tiene el siguiente esquema:

Esquema de demostracion de una proposicién bicondicional
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Proposiciéon 1.1.25. P <— Q.

Demostracion. (No olvidar que P <= Q= (P = Q)N (Q = P))
Demostrar P = () (usando demostracién directa, por contradiccién, contrapositiva)

Demostrar () = @ (usando demostracién directa, por contradiccién, contrapositiva) [

Tipos de proposiciones

Podemos decir que hay tres tipos de proposiciones matematicas:

1. Proposiciones verdaderas (ya han sido probadas): Teoremas, lemas, corola-
rios y lo que llamamos de manera redundante proposiciones.

2. Conjeturas: Una conjetura es una afirmacion o proposicién que se cree que es
verdadera, pero que atiin no ha sido demostrada o verificada de manera rigurosa.
En otras palabras, es una suposicion o idea que se plantea como posible solucién a
un problema o como una afirmacién que podria ser cierta, pero que ain requiere
una demostracion formal. Cabe mencionar que pueden resultar falsas.

3. Proposiciones falsas. Por ejemplo, «todos los nimeros primos son impares»es
falso, pues el 2 es par y es primo.

La tltima categoria nos lleva a la cuestién, ;como probamos que una proposicion es
falsa? Para demostrar que una proposicion es falsa, es necesario encontrar un contraejem-
plo, es decir, un caso en el cual la proposiciéon no se cumpla. En otras palabras, se busca
encontrar una situacion, una configuracion o un conjunto de valores que contradigan la
afirmacion que se esta evaluando.

El proceso para demostrar que una proposicion es falsa generalmente implica lo si-
guiente:

1. Entender la proposicién: Comprender claramente cudl es la afirmacién o proposicion
que se esta evaluando. Es importante analizar todas las condiciones y suposiciones
asociadas a la afirmacion para tener una comprensién precisa de lo que se esta
afirmando.

2. Buscar un contraejemplo: Se procede a buscar un caso o una situacién especifica que
contradiga la afirmaciéon. Esto implica encontrar un conjunto de valores o condicio-
nes que cumplan todas las condiciones de la proposicion, pero que no satisfagan su
conclusion. En otras palabras, se busca un caso que muestre que la proposicion no
se cumple en todos los casos posibles.

3. Presentar el contraejemplo: Una vez que se ha encontrado un contraejemplo, se
debe presentar claramente y de manera precisa. Esto implica mostrar cémo los
valores o las condiciones del contraejemplo contradicen la afirmacién de la proposi-
cién. Es fundamental proporcionar una descripcion detallada y explicar por qué el
contraejemplo es valido y como refuta la proposicion.

4. Concluir la falsedad de la proposicion: Basandose en el contraejemplo presentado,
se puede concluir que la proposicion es falsa, ya que se ha encontrado al menos un
caso en el cual no se cumple.
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Es importante tener en cuenta que la existencia de un contraejemplo es suficiente
para demostrar que una proposicién es falsa. Sin embargo, si no se puede encontrar un
contraejemplo, no se puede concluir que la proposicién es necesariamente verdadera. En
ese caso, la proposicion puede requerir una prueba rigurosa o puede necesitar ser evaluada
en un contexto mas amplio.

En resumen, para demostrar que una proposicion es falsa, se busca encontrar un
contraejemplo que contradiga la afirmacién. Esto implica encontrar un caso especifico en
el cual las condiciones de la proposiciéon se cumplan, pero la conclusiéon no se satisfaga.
Al presentar un contraejemplo vélido, se puede concluir que la proposicion es falsa.

1.1.6. Sintaxis de la logica proposicional

En sintaxis, tanto el la logica formal como en los lenguajes de programacién se de-
be de determinar qué expresiones constituyen cadenas bien estructuradas (férmulas o
programas), sin atender a su interpretacién seméntica ni a su finalidad préctica. Esta
determinacion se formaliza mediante una definicién recursiva, en primer lugar, cudles son
las formulas atomicas, y posteriormente precisa las reglas a través de las cuales es posible
componer férmulas mas complejas a patir de ellas.

Definicién 1.1.26. Sea D una coleccion de proposiciones atomicas. Definimos Ep como
el conjunto de formulas sintacticamente correctas que cumple con las siguientes:

L] DQSD

» Si f,g € Ep, entonces (fVg),(fNg),(—=f) €Ep.

En palabras, &p consiste en proposiciones atémicas (a&tomos), asi como aquellas cons-
truidas mediante los conectores V,A,—. Es importante mencionar y observar que los
conectores —, <>, @ no forman parte explicita de la sintaxis bésica, pero si que estan
incluidos de manera implicita, pues pueden expresarse como equivalencias logicas usando
unicamente los conectores basicos.

B Ejemplo 1.1.27. Las siguientes son ejemplos de formulas sintdacticamente correctas.
(De momento, no es posible omitir paréntesis en su escritura).

= A

= (04)

(AV B)

(AN B)

(= (AN B))

» T:=((AAB)V (=C)) AN (AV B))

La estructura de la formula 7" puede representarse mediante una «grafica» denominado
arbol sintactico. En este arbol, cada subérbol corresponde a una subférmula (es decir, a

una subcadena que constituye por si misma una férmula bien formada). Las subférmulas
de P son:

(A, B,C,(AAB),(=C),(AAB)V (=C)),(AV B),F}

El arbol sintactico de T es el siguiente:
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Considerando la exigencia estricta de pedir colocar los parentesis entonces las formulas
PVQV R, PANQV R no son correctas, pues hacen falta parentesis. La pertinencia de
admitir la omision de los paréntesis o no esta condicionada a que el valor de verdad
de la expresién légica se vea o no afectado por su disposicion de estos. La semantica
nos ayudara a resolver esto, es decir, nos ayudara a determinar determinar cuando si o
cuando no se puede precendir de los parentesis. Basicamente es cuando no tenga cavidad
la ambiguedad.

1.1.7. Semantica de la logica proposicional

Definicién 1.1.28. Sea D una coleccion de dtomos. Se denomina funcién asignacion
(de verdad) a la funcion A : D — {F,V} que asocia a cada dtomo un valor de verdad.

Ahora, dada una coleccién de atomos D, la sintaxis Ep y una asignacion A : D —
{F,V}. {Como construimos una asignacién a toda la sintaxis? Bueno, digamos que se
puede pensar que la asignacién A se puede prolongar a cualquier formula bien formada,
determinando su valor de verdad a partir de los valores asignados a los dtomos y de las
reglas semanticas correspondientes a los conectivos légicos involucrados. Cuando veamos
funciones, se entendera que significa «prolongar o extender». De momento usaremos la
misma letra para referirnos la extencion de la asignacién dada.

B Ejemplo 1.1.29. Sea D = {A, B,C} una coleccion de férmulas atomicas. Considere-

mos la asignacion A : D — {F,V'} dada por A(A) =V, A(B)=F y A(C)=V.
¢Cudl es el valor de A(T) con T = (((AAB)V (=C)) A (AV B))? Observese que

es la misma formula T usada para ejemplificar el drbol sintdctivo. Enconces, usando el

drbol sintdctico para encontrar A(T) y se usa evaluando de abajo hacia arriba, observe la
siguiente figura:
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Por lo tanto, A(T) = F.

Definicién 1.1.30 (Comportamiento semantico/Vector de verdad). El comportamiento
semantico o vector de verdad de una proposicion es la lista de valores de verdad para
todas las asignaciones posibles de sus formulas atomicas.

El comportamiento semantico se puede puede expresar completamente en una tabla

de verdad.

Decimos que dos férmulas son semdnticamente equivalentes si producen el mismo
resultado con la misma entrada. Las formulas equivalentes pueden intercambiarse entre
si en cualquier contexto logico; son <logicamente equivalentess.

Definicién 1.1.31 (Equivalencia semantica). Sean G y H formulas sintacticamente co-
rrectas. Diremos que H es semanticamente equivalente a G si cualquier asignacion po-
sible de wvalores de verdad a sus componentes atomicos, ambas expresiones resultan con

el mismo valor de verdad. Esta relacion se representa mediante la notacion G = H (¢
G < H).

Observacion. Note que si G es una tautologia, entonces para cualquier asignacion
A, A(G) = V. Similarmente si G es una formula insatisfacible(contradiccién) , entonces
para cualquier asignacién A, A(G) = F.

Como ejemplo de equivalencia semantica tenemos:
P—Q=-Q— —P.
Definicién 1.1.32. Definimos las formulas
F=(AN(-4)),
V=(AV(-A).

Definicién 1.1.33. Si una formula F es semdnticamente equivalente a F, F = F, enton-
ces F se llama insatisfacible. 'Y si es semadnticamente equivalente a V, F = V entonces
decimos que F es una tautologia.

Denotaremos XOR con el simbolo &. Se deja al lector verificar las siguientes equiva-
lencias:

PoQQ=((PAEQ)V(=P)AQ))
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Y para la bicondicional tendremos:
P-Q=(AANB)V ((mA) A (—-B)).

Observacién. La equivalencia semantica es una relacién de equivalencia, este tltimo
concepto lo veremos en la seccion de teoria de conjuntos.

Teorema 1.1.34. Sean G y H formulas. G = H si y solo si G <+ H es una tautologia.

Dem.
Sean GG y H formulas.

=) Supongamos que G = H. Sea A cualquier asignacién, entonces

A(G) = A(H) (por hipotesis).

Asi, A(G <> H) =V , esto es, G <> H es una tautologia.

<) Supongamos que G < H es una tautologia. Veamos que G = H. Si G # H,
entonces existe una asignacién A tal que A(G) # A(H).

e Si A(G) =V, entonces A(H) = F. Asi, A(G <« H) =F.
e Si A(G) = F, entonces A(H) =V. Asi, A(G <+ H) =F.

Esto implica que A(G < H) = F, lo cual no es posible pues G < H es una
tautologia.

Q.E.D

La siguiente lista contiene ejemplos importantes de equivalencias logicas a las que
llamamos leyes logicas.

Idempotencia:
PANP=P
PVP=P
Ley de identidad:
PAV =P
PVF=P
Ley de contradiccion:
PANF=F
PVV =V
Leyes de la negacion:
—~(-P)=P
PA-P=F
PvV-P=V
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Leyes conmutativas:

Leyes asociativas:

Leyes distributivas:

Doble negacién:

De Morgan:

(= (PVG)) =((=P) A (=Q))

La verificacion se plantea como ejercicio adicional.

Hasta ahora nos hemos apegado a la escritura y notacién definida despues de la
sintaxis. Pero es momento de introducir algunas notaciones y simplificaciones que nos
ayudaran de mucho con la notacion.

= Considerando la definicién de sintaxis no estan explicitamente dichos conectres que
hemos tratado, a saber: @, —, <>, sin embargo, los hemos introducido desde la
primera parte, ahora sabemos que son equivalentes a formulas con los conectores
bésicos (=, A, V).

= Como tal los paréntesis no cambian el comportamiento semantico de una formula,
es decir, su tabla de verdad, entonces pueden omitirse ciertos paréntesis siempre
que no exista confusion o ambiguedad.

Por ejemplo, debido a la asociatividad, podemos escribir A A B A C' en lugar de
((AA B) AC). En general, esto nos permite introducir la siguiente notacién:

AL AAg A A Ay,

>
=
Il

AV AV -V A,

-
&
Il
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= Ahora, que hemos dicho que podemos omitir ciertos parentesis, es necesario intro-
ducimos las siguientes reglas de prioridad (precedencia de operadores, algo asi como
la gerarquia de operaciones vista a nivel basico en preparatoria) seria de la siguien-
te manera: operadores basicos primero; —, luego (A, V), v después (@, <, —, ).
Nuevamente, los paréntesis pueden omitirse y la férmula se lee de acuerdo con estas
reglas de prioridad. Por ejemplo:

PAN-Q — R

representa

(PA(=Q)) = R).

1.1.8. Formas normales

Cuando tenemos una férmula légica correctamente escrita (sintdcticamente correcta),
podemos determinar su comportamiento semantico realizando su tabla de verdad. Esta
tabla nos dice exactamente cuando la férmula es verdadera y cudndo es falsa segin los
valores de sus variables.

La pregunta que surge ahora es: jpodemos hacer lo contrario? Es decir, si nos dan la
tabla de verdad con todas las entradas correspondientes en cada fila (a las filas de una
tabla de verdad se le llama vector de verdad), jes posible construir una férmula légica
que produzca exactamente esos valores de verdad?

La respuesta es si, y existen métodos sistematicos para hacerlo. Los que veremos
aqui, se conocen como: la Forma normal disyuntiva (FND) o la forma normal
conjuntiva (FNC), que consiten basicamente en tomar cada fila de la tabla de verdad
donde la férmula debe ser verdadera (para FND) o falsa (para FNC) y construir una
expresion que reproduzca exactamente esos resultados.

Para entenderlas, nos apoyaremos de un ejemplo para mostrar paso a paso cémo se
construye dicha formula usando la FND o la FNC, claro todo a partir de una tabla de
verdad dada, y hay que aseguranos que la formula resultante sea sintacticamente correcta
y tenga el mismo comportamiento semantico que la dada en la tabla de verdad.

B Ejemplo 1.1.35. Consideremos tres variables proposicionales P, QQ y R, y la formula
F, asi como la asignacion A que produce la siguiente tabla de verdad:

B RESHE>He> SIS NS v
RIS B BN L
SIS T IR
SIS B SN Y

Para construir la Forma Normal Disyuntiva (FND) de F vamos a considerar todas
las filas donde F es verdadera. Cada fila verdadera genera una formula obtenida de las
proposiciones involucradas y son conectadas mediante N\ colocando la proposicion o su
negacion dependicendo de si es verdadera o falsa, segun sea el caso. Fsto es,
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» Para la fila 1, tenemos que: A(P) =V, A(Q) =V, A(R) = V. Entonces la formula
que le asociamos es:
PAOAR

» Para la fila 2, tenemos que: A(P) = V,A(Q) = V,A(R) = F. Asi, la formula
asociada es:

PAQA-R

» Para la fila 5, tenemos que: A(P) = F, A(Q) =V, A(R) = V. Por lo que la formula
que le asociamos es:

~-PAQAR
» Para la fila 7, tenemos que: A(P) = F,A(Q) = F, A(R) = V. Onteniendo la

formula:

-PA-QAR
Unimos estas conjunciones mediante \V para obtener la FND:
F=(PAQARV(PAQA-R)V(-PAQAR)V(-PA-QAR)

A esto se le conoce como Forma Normal Disyuntiva Canonica, estd forma
se puede llevar a una mas simple usando las leyes logicas pero sin perder la forma de
disyucion de conjunciones.

Agrupando términos:
F=({(PANQANRV-R)V((-PAR)AN(QV-Q))
Como RV-R=V yQV-Q = V. Entonces,
F=(PANQ)V (-PAR).

A esta forma se le llama Forma Normal Disyuntiva Simplificada (FNDS).

Ahora, para construir la Forma Normal Conjuntiva (FNC) de F vamos a con-
siderar todas las filas donde F es falsa. Cada fila falsa genera una formula (una dis-
yuncion de las proposiciones involucradas) que se hace falsa exactamente en esa fila. La
regla prdctica para formar la formula a partir de una fila es: st la proposicion es
V en la fila, tomamos la negacion de la proposicion; si es I', tomamos la
PTroposicion.

Asi, para cada fila falsa:

= Fila 3: A(P) =V, AQ) = F, A(R) =V, A(F) = F. Férmula:
(-PVQV-R).

» Fila 4: A(P) =V, A(Q)=F, A(R)=F, A(F)=F. Férmula:
(~PVQVR).

= Fila 6: A(P)=F, A(Q) =V, A(R) = F, A(F)=F. Férmula:
(PV-QVR).
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» Fila 8: A(P)=F, A(Q)=F, A(R)=F, A(F)=F. Formula:

(PVQVR).

Unimos estas formulas mediante N\ para obtener la FNC candnica:

F=(-PVQV-R) AN (-PVQVR) AN (PV-QVR) N (PVQVR).

Esta es la Forma Normal Conjuntiva Candnica. Al igual que la FND, podemos
llevarla a una mds simple haciendo uso de las leyes logicas. Como sigue:

» De (-PVQV-R)y(—=PVQVR) se obtiene la formula mds corta

~PVQ.

» De (PV-QVR)y(PVQVR) se obtiene la formula

PV R.

Por tanto la FNC se reduce a

F=(PVR) AN (mPVQ).

A esta forma se le llama Forma Normal Conjuntiva Simplificada (FNCS).
Notese que ambas representaciones (la FNC' candnica y la FNC simplificada) son seman-
ticamente equivalentes a F .

Veamos las tablas de verdad de la FNDS y la FNCS para compararlas y verificar que
son sementicamente equivalentes a F:

P Q@ R|PNQ|-PANR|FNDS|PVR|-PV(Q|FNCS
VvV V F V V V V
VvV F V F V V V V
V FV F F F V F F
vV F F F F F V F F
F VvV V F V V V V V
F VvV F F F F F V F
F FV F V V V F V
F F F F F F F F F

Hemos construido la FND y la FNC de F a partir de su tabla de verdad, mostrando
paso a paso como cada fila verdadera o falsa contribuye a formar las formas normales.

Definamos de manera general las formas normales FND y FNC.

Definicién 1.1.36 (Literal). Si L € D es un atomo, entonces L y =L se llaman literales.
Una literal es un dtomo o la negacion de un dtomo.
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Definicién 1.1.37 (Forma Normal Conjuntiva). Una formula F estd en Forma Nor-
mal Conjuntiva (FNC) si existe n € N y para cada i € {1,2,...,n} existe m; € N y

hay literales L; j tales que:
i=1 \j=1

— (L171 \/ L172 \/ ct \/ Ll7m1)
A (L271 V.V Lgm)

AN(Lpai V-V Lym,) .

Definicién 1.1.38 (Forma Normal Conjuntiva). Una formula F estd en Forma Nor-
mal Disyuntiva (FND) si existe n € N y para cada i € {1,2,...,n} existe m; € N y
hay literales L; ; tales que:

V(A=)

Observese que en estas definiciones colocamos igualdad (=) y no equivalencia seman-
tica (=), pues las formas normales son tambien nociones sintacticas.

1.1.9. Modelos y conclusion semantica

1.1.10. El calculo de resolucion
1.2. Teoria de conjuntos

1.2.1. Algebra de conjuntos
1.2.2. Relaciones y funciones
1.2.3. Relaciones de orden
1.2.4. Reticulas

1.2.5. carnalidad

El concepto de funcién es muy importante en la matematica, su entendimiento facilita
muchas cosas.

Ahora, antes de iniciar este primer capitulo, es necesario recordar algunos significados
de ciertos simbolos matematicos que se usaran en todo el curso:

» = significa: «igual a».
» £ significa: «diferente a» o «no es igual a».

» = significa: «aproximadamente igual a».
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Dos puntos (:) o una barra vertical (]) se usan para decir: «tal que» o «tales que».
Asi mismo t.q. significa lo mismo («tal que» o «tales que»)

1.e. 0 e.d. significa: «es decir».

€ significa: «pertenece a».

¢ significa: «no pertenece a».

1.3. Definiciéon de conjuntos y ejemplos

Definicién 1.3.1. Un conjunto es una coleccion de objetos.

Si pensemos en alguna analogia del concepto de conjunto sobre el mundo fisico, seria
algo asi como un contenedor de objetos o una bolsa que contiene ciertos objetos. Ahora,
al considerar un conjunto, se nos viene a la mente los miembros o elementos que lo
constituyen (que estan dentro de), de tal forma que desde el inicio hay una relaciOn entre
los elementos y los conjuntos, a saber, un elemento estar dentro o no de un conjunto
dado. Para denotar esto, es necesario introducir notacién matematica.

Se usan las llaves:{} para denotar a los conjuntos y dentro de dichas llaves escribimos
los elementos que estan dentro de este conjunto o escribimos los elementos que cumplen
alguna propiedad. Consideremos los siguientes ejemplos para su mayor entendimiento.

B Ejemplo 1.3.2. El conjunto de las vocales, se puede escribir de dos maneras diferentes
y son:

» {x: 1z es una vocal}
» {a,e,i,0,u}

En el ejemplo previo, ambos hacen referencia al mismo conjunto, pero escrito de
diferente manera, en una las enlistan completamente y en la otra considera los elementos
que cumplen la condicién (o propiedad) que sean una vocal.

B Ejemplo 1.3.3. El conjunto de 0, A\, x se escribe como:
{O, A, x}

m Ejemplo 1.3.4. El conjunto de los numeros 1,7, e,\/7, —% se escribe como:

1
{177‘-767 \/—7_5}

Ahora, estar escribiendo las llaves y los elementos un conjunto tiene dentro se vuelve
complicado. imagina que estemos trabajando una y otra vez con el mismo conjunto y
tengamos que escribir todos cada que lo mencionamos, se volveria tedioso y cansado, es
por ello que se prefiere darles nombres(bautizar a los conjuntos) y por lo general usamos
las letras mayusculas del abecedario: A, B,C,..., XY, Z, por ejemplo, sea A = {7, e},
entonces a dicho conjunto ya lo podemos identificar como A, asi, cada que nos refiramos al
conjunto A sabemos que se refiere al conjunto que tiene los elementos 7, e sin necesidad de
volver a escribirlos todos. Ahora, existen conjuntos bien conocidos de su curso de Algebra
I y son los siguientes:
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El conjunto de nimeros naturales cuya representaciéon es N. Sin embargo, existe
una controversia aqui y es si el cero se considera niimero natural o no, la respuesta
a esta incognita es lo que te digan que es, pues hay quienes lo consideran natural
y quienes no, en otras palabra, dependerda de quien aborde el tema, para evitar
controversias con eso usaremos las siguientes notaciones:

e N:=1{1,2,3,4,...} (No incluye al cero)
e Ny:=1{0,1,2,3,4,...} (Incluye al cero)

Los ntumeros enteros: Z :={...,—2,—1,0,1,2,... }.

Los racionales: Q := {% ca,b € Z con b +# 0}. Estos nimeros tienen la particulari-
dad que al escribirlos en su expansion decimal son finitos o infinitos pero periddicos.

Hay niimeros cuya expansion en punto decimal son infinitos y sin periodo (patrén).
A estos numeros se les llaman nimeros irracionales. Es decir, los niimeros que no
son racionales se llaman irracionales y se denotan como I. Ejemplos de estos niimero
son: m, e, \/p con p nimero primo.

Finalmente, los nimeros reales que cotejan todos los niimeros que conocemos a
nivel basico y se denotan como R.

Con base en el conocimiento previo de Algebra I, se sabe que todo niimero natural
es entero, todo entero es racional y todo racional es real. Entonces de alguna manera
necesitamos introducir un concepto que nos indique cuando todos los elementos de un
conjunto estan en otro.

Definicién 1.3.5. Dados A y B conjuntos. Diremos que A estd contenido en B, si todos
los elementos de A estin en B y se denota como: A C B. En simbolos,

A C B siy solo si para cada v € A,z € B

B Ejemplo 1.3.6. NCZCQCRyICR

Definicién 1.3.7. Dos conjuntos A y B son inguales si AC B y B C A.

1.4.

Operaciones en conjuntos

Dado 2 conjuntos X,Y, ;Como genero otros a partir de ellos? Si bien hay mcuhas
maneras de hacerlos veremos unicamente algunas operaciones importante de esto.

Definicién 1.4.1 (Union de conjuntos). Dados A y B conjuntos, se define la union

de A

con B como la coleccion de elementos de A junto con los de B y se denota como

AU B. En simbolos,

AUuB={x:xz€Aoxe B}.
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Capitulo

Teoria de Numeros, Algebra Abstracta y
Criptografia

2.1. Teoria de Numeros Avanzada

2.1.1. Numeros primos
2.1.2. Factorizacién
2.1.3. Test de primalidad
2.1.4. Congruencias

2.1.5. Raices primitivas

2.2. Estructuras Algebraicas

Para hablar de las estructuras basicas del dlgebra moderna es necesario introducir un
concepto muy importante y es la de operacion binaria, que definiremos enseguida.

Definicién 2.2.1. Sean A, B,C' conjuntos no vacios. Una asociacion o : A X B — C
se llama operacion binaria si se cumple que:

V(a,b) € A x B,o(a,b) € C.

Como ejemplo tenemos las operaciones de suma y procucto que se conocen en R, C,
M,xn(K), etc. Es importante mencionar que o(a,b) por lo general lo denotamos como
a o b por simplicidad.

Definicién 2.2.2. Sea (S, 0) un par, donde S es un conjunto no vacio yo:S xS — S
es una operacion binaria. Diremos que (S, 0) es un semigrupo si cumple la siguiente:

s Asociatividad: Ya,b,c € S,

ao(boc)=(aob)oec.

Como ejemplo tenemos los pares (N, +),(N,-) donde + y - son las operaciones de
suma y producto de los numeros naturales, respectivamente. Sabemos de la suma y mul-
tiplicacion de los reales que a cualquier numero real r al sumarle 0 no lo modifica, esto es,

27



r+0 = 0+r = r o que al multiplicarlo por 1 tampoco lo modifica, es decir, 1-r =7r-1 =r.
A estos se les conoce como neutros. Si a un semigrupo le pedimos que tenga un elemento
de esa naturaleza entocnes se comvierte en algo que llamamos monoide.

Definicién 2.2.3. Sea (M, o) un semigrupo. Diremos que (M, o) es un monoide si existe
e € M tal que para cada a € M, aoce=eoa = a.

En otras palabras, (M, o) es un monoide si cumple las siguientes:

1) Asociatividad: para cada a,b,c € M,
ao(boc)=(aob)oc.
2) Existencia del neutro: existe e € M, tal que para todo a € M,

ecoa=ao0e=a

Como ejemplo de monoide tenemos a (N, -) cuyo neutro es el 1. Tambien en los reales
para cada numero real r tenemos que r — r = 0 y si ademas, r # 0, entocnes r (%) =
rr~! =1, a esto se les llama inversos aditivos y multiplicativos, repectivamente. Cuando
le exigimos a un monoide que todos sus elementos tenga un opuesto, se conjetura una
estructura llamada grupo. En la siguiente subseccién hablaremos de esta estructura con
un poco de detalle, digo poco, pues estudiaremos lo necesario y suficiente para desarrorar
los algoritmos que veremos en este curso.

2.2.1. Grupos

Definicién 2.2.4. Sea G un conjunto no vacio y o : G x G — G una opercion binaria.
Diremos que (G, 0) es un grupo si cumple las siguientes:

1) Asociatividad: para cada a,b,c € M,

ao(boc)=(aob)oc.

2) Existencia del neutro: existe e € M, tal que para todo a € M,

coa=aoe=a
3) Cerrado bajo inversos: Para cada a € G

2.2.2.  Anillos

2.2.3. Campos

2.3. Criptografica

2.3.1. Cifrado simétrico
2.3.2. Cifrado asimétrico

2.3.3. Protocolos criptograficos
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Capitulo 3

Combinatoria Avanzada y Teoria de
Probabilidad

3.1. Funciones generadoras

3.1.1. Funciones generadoras ordinarias

3.1.2. Funciones generadoras exponenciales

3.2. Teoria de probabilidad

3.2.1. Espacios de probabilidad

3.2.2. Variables aleatorias

3.2.3. Distribuciones de probabilidad discretas
3.2.4. Distribuciones de probabilidad continuas
3.2.5. Esperanza, varianza y momentos

3.2.6. Teorema del limite central

3.2.7. Ley de los grandes niimeros
3.3. Procesos estocasticos

3.3.1. Cadenas de Markov
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Capitulo I

Teoria de Graficas y optimizacion
combinatoria avanzada

4.1. Teoria de Graficas

4.1.1. Graficas, graficas dirigidas
4.1.2. Graficas ponderadas
4.1.3. Conectividad

4.1.4. Caminos mas cortos

4.1.5. flujos en redes

4.1.6. Emparejamientos

4.1.7. Planaridad

4.1.8. Coloracién
4.2. Optimizacién combinatoria

4.2.1. Programacion lineal entera
4.2.2. Algoritmos de ramificacion y acotamiento

4.2.3. Algoritmos heuristicos y metaheuristicos
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Capitulo 5

Complejidad Computacional y teoria de la
computabilidad

5.1. Complejidad computacional

5.1.1. Clases de complejidad
5.1.2. Reducciones

5.1.3. Problemas intratables
5.2. Teoria de la computabilidad

5.2.1. Maquinas de turing
5.2.2. Funciones computables

5.2.3. Problemas indecidibles
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Capitulo 6

Teoria de Codigos, Autématas y Lenguajes
Formales

6.1. Teoria de Cddigos

6.2. Autématas y Lenguajes Formales Avanzados

Los automatas finitos se utilizan como mode
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