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Introduccion

El capitulo 1 (preliminares) tiene como tnico objetivo que este trabajo sea lo mas autocontenible
posible, ademéas de contener la notacién y terminologia que usaremos a lo largo del texto sobre, anillos,
médulos y el lenguaje categérico. Ahora, si A denota un anillo asociativo con unidad, entonces A-Mod
denotard la categoria de todos los A-mdédulos izquierdos. El capitulo 2 que lleva por nombre Teorias
de torsion y prerradicales presentamos algunos conceptos y resultados bésicos sobre prerradicales y
teorfas de torsién. Para mds detalle, ver [5], y [10]. Un prerradical sobre un anillo A es una asignacién
o : A-Mod — A-Mod tal que para cada M € A-Mod, (M) < M y para cada homomorfismo
f:M — N, flo(M)) < o(N). Por lo que, o puede ser considerado como un subfuntor del funtor
identidad sobre de A-Mod. Por simplicidad, a veces escribiremos oM en lugar de o(M). A-pr denota
la coleccién de todos los prerradicales sobre A. Los prerradicales preservan sumas directas, es decir, para
cada familia {M, }aer de A-médulos izquierdos tenemos:

o <@ Ma> =P o).

ael acl

Hay un orden parcial natural sobre A-pr dado por o <X 7 si 0(M) < 7(M) para cada M € A-Mod. De
hecho, A-pr es una gran reticula (es decir, una reticula que no necesariamente es un conjunto) con infimo
y supremo para cada o, T € A-pr, descritos como sigue: para cada M € R-Mod:

(c AT (M) =0c(M)NT(M),
(eVT)(M)=0c(M)+1(M).

El infimo y el supremo pueden ser descritos de manera similar para una subcoleccién arbitraria de A-pr,
considerando el hecho que, para cada M € A-Mod una suma, o una interseccién de submddulos de M la
cuales estan indexados por una clase pueden ser indexados por un conjunto. Por lo tanto A-pr es una gran
reticula completa. Denotaremos como 04 y 14 a los elementos minimo y maximo de A-pr, respectivamente.
Podemos describir los siguientes prerradicales dando una transformacién natural entre funtores en
A-Mod. Sea H : A-Mod — A-Mod un endofuntor sobre A-Mod. Consideremos v : 14.nvoa — H
una transformacién natural, donde 14 npoq es el funtor identidad sobre A-Mod. Sea Nu(7) un prerradical
definido como Nu(v)(M) = Nu~y, para cada M € A-Mod. Ahora consideremos 0 : H — 14.\04 una
transformacién natural y sea Im(4) el prerradical definido por Im(d)(M) = Im s para cada M € A-Mod.
Tenemos dos operaciones binarias, una llamada producto, y lo denotamos por “”, y otra llamada
coproducto, denotado por “:”, son definidas en A-pr. Para cada 0,7 € A-pr y si M € A-Mod:

(0 7)(M) = o(r(M)),
(o0 :7)(M) es tal que (o :7)(M)/o(M) =71(M/o(M)).

Por lo general, escribimos o7 en lugar de o - 7. Estas operaciones son asociativas y preservan el orden.
Es decir, para cada o, 7 € A-pr tenemos:

oT R0 AT =0, TXoVTX(0:T).

Cada o € A -pr se le puede asociar dos clases de A-médulos: T, = {M € A-Mod | (M) = M}, el
cual es una clase de pretorsion, e.d., es cerrado bajo epimorfismos, suma directas, y F, = {M € A-Mod |



o(M) = 0}, el cual es una clase libre de pretorsion, e.d., es cerrado bajo monomorfismos y productos
directos. Notemos que si ¢ = 7 entonces T, C T, y F, C T,.

Un prerradical o sobre A es idempotente si oo = o, mientras que o se llama radical si (o : o) = 0.
Notemos que o es un radical si y solo si para cada M € A- Mod tenemos que o(M/o(M)) = 0. Diremos
que o es un prerradical exacto izquierdo si lo es como funtor. o es un t-radical si preserva epimorfismos,
o equivalentemente, si para cada M € A- Mod tenemos que o(M) = 0(A)M. Hay una correspondencia
biunivoca entre prerradicales idempotentes y clases de pretorsién, y entre radicales y clases libres de
pretorsién. Hasta antes de este trabajo existian unicamente dos conceptos de filtros, a saber, filtros
lineales y filtros de Gabriel ambos constan de una familia de ideales izquierdos de un anillo A y
que satisfacen ciertas condiciones. Hay una correspondencia uno a uno entre los filtros lineales y los
prerradicales exactos izquierdos dada por:

ri— L, ={al <A|A/T€T,},
L1z, donde rg(M) ={m e M | existe I € ¢ tal que Im =0}.

Todo filtro de Gabriel es filtro lineal. Si r es un radical exacto izquierdo entonces su correspondiente
filtro lineal £, es un filtro de Gabriel, e inversamente, si G es un filtro de Gabriel entonces su correspon-
diente prerradical exacto izquierdo rg es un radical. Entonces, existe una correspondencia uno a uno entre
los radicales exactos izquierdos y los filtros de Gabriel. Mas informacién sobre filtros de Gabriel se puede
encontrar en [6].

El capitulo 3 reviste una alta relevancia, ya que aborda el punto de partida de esta tesis. Por tanto,
resulta crucial desglosar minuciosamente el contenido de dicho capitulo, especialmente debido a la carencia
de literatura que proporcione una sintesis detallada de cada fase, tal y como lo haremos en este trabajo.
Sabemos que dado un dominio entero A, se denomina campo de fracciones de A al minimo campo que lo
contiene. Este campo siempre existe. Un ejemplo muy sencillo de esto, es Q que es el campo de fracciones
de Z. En el proceso de la construccién del campo de fracciones de Z se observa que dicha construccion,
solo depende de tres cosas: (i) la estructura de anillo conmutativo de Z, (i7) el conjunto S = Z\ {0} C Z,
y (4i3) S cumple con lo siguiente: 1 € Sy para cada x,y € S, zy € S. Esto dltimo nos lleva a la definicién
bien conocida de conjunto multiplicativo sobre un anillo A arbitrario y consta de un conjunto S C A
que satisface (ii7). Dado que (i), (i), (i44) no son exclusivos del anillo Z, entonces podemos considerar
un anillo conmutativo arbitrario A junto con un subconjunto multiplicativo S de A, usando el mismo
proceso se obtiene un anillo [S _1] A, llamado anillo de fracciones. De nueva cuenta, analizando ciertas
propiedades de este anillo, se prueba que este anillo queda totalmente determinado por un homomorfismo
¢ : A— [S7!] A que cumple lo siguiente: (a) ¢(S) C U ([S7*] A), (b) Los elementos de [S™!] A son de
la forma p(s) " tp(a) con s € S, a € A, (¢) Nu(p) ={a € A: existe s €S tal que sa = 0}. Las tltimas
tres propiedades (a), (b) y (¢) nos permiten saltar al nivel de anillos no conmutativos como sigue; sea A
anillo no conmutativo y S conjunto multiplicativo de A, se define un anillo de fracciones de A como un
anillo 2, junto con un homomorfismo ¢ : A — 2 que cumplen las propiedades (a), (b) y (¢). Se demuestra
que existe un anillo de fracciones de A, y éste es unico salvo isomorfismos. Més aun [S‘l] A existe siy
solo si S satisface dos propiedades: (S7) Para cada a € A, s € S, se tiene que As N Sa = (), (S;) Para
cada a € A, s € S con as = 0, implica que existe t € S tal que ta = 0. Més aun, [Sil} A2 S XA/ ~,
donde ~ es la relacién de equivalencia definida por: (s,a) ~ (¢,b) si existen ¢,d € A tales que ca = db y
cs =dt € S. Se dice que un subconjunto S de A es un conjunto denominador (izquierdo) de A, si cumple
con (S7) y (S2), a la primera condicién se llama condicién de Ore.

Ahora, si consideramos que S es un conjunto denominador y dado que ¢ es homomorfismo de anillos,
entonces [S™'] A se puede ver como un A-médulo derecho, asi, [S7'] A = [ST!] A® A tiene estructura
de A-médulo izquierdo (en este caso, también derecho, pero solo nos interesa la estructura de médulo
izquierdo). De manera que, podemos dar un salto mds, esta vez a la categorfa A-Mod. Asi definimos
para cada M € A-Mod su médulo de fracciones de M como [S_l] M = [S‘l} A ® M. Esta definicién
es completa en el sentido que es tnica salvo isomorfismo. Se demuestra que [S _1] M =S x M/ ~ donde
~ es la relacién de equivalencia definida por: (s,m) ~ (t,n) si existen ¢,d € A tales que cs = dt € S'y
cm = dn.

Continuando con el analisis de este proceso se puede probar que [S ’1] M es isomorfo al médulo

M
lim Hom 4 (L ),
e t(0M)
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donde G, = {I: 1 esideal izquierdode A y (I:a)NS # (), para cada a € A} que sabemos que es un
filtro de Gabriel y t es el radical asociado a G,. Recordemos que un filtro de Gabriel G es una familia
de ideales izquierdos no vacia que cumple: (i) si I € G, a € A, entonces (I :a) € G, (i) si I,J € Z(A)
tales que I € G y para cada a € I, (J :a) € G, entonces J € G. Este tltimo limite directo fue el motivo
suficiente para pensar en la siguiente generalizacion de lo anterior. Consideremos un filtro de Gabriel G,
y para cada M € A-Mod, se define

M(g) = ligﬂHOmA(I, M)
Ieg

Una de sus principales propiedades es que (M(g)) @) = (15(71\1\44)) )’ donde t es el radical asociado al filtro

de Gabriel G. Si a M le aplicamos la definicién mas de dos veces, todos serdn isomorfos, es por esta razén
que para cada M € A-Mod, se define su modulo de cocientes asociado al filtro de Gabriel G como:

Mo = (t(AA%)(g)'

Estos objetos conforman una categoria llamada Categoria de Mdédulos de Cocientes. Observe que en
cada salto es una generalizacién del eslabén previo.

Siguiendo este camino, el proyecto pretende dar una generalizacién de esta categoria y el capitulo 4 es
dedicado exclusivamente a esta generalizacion. En este capitulo hemos introducido un concepto nuevo de
filtro al que hemos llamado filtro de continuidad. Un filtro de continuidad ¢ sobre un anillo A consiste
en una coleccién de ideales izquierdos de A tales que (1) A € (y (2)si I,J € (y f € Homyu (I, A4),
entonces f~1(J) € ¢. En la seccién titulada Filtros de continuidad nuestro principal objetivo es mostrar
la diferencias que existen entre este nuevo concepto con respecto a los de filtros lineales y de Gabriel, es
decir, asegurarnos que un filtro de continuidad no es equivalente a ninguno de los filtros previos. De hecho,
nuestro primer resultado es el Teorema 4.1.2 en el que podemos notar que un filtro de continuidad es casi un
filtro lineal, pero en realidad no hay relaciéon de implicacion entre ellos, los Ejemplos 4.1.3,4.1.4 y 4.1.5 lo
muestran. Sin embargo, todo filtro de Gabriel es filtro de continuidad pero el reciproco no necesariamente
se cumple. Tenemos casos en que los tres conceptos coinciden como lo es cuando consideremos a los anillo
semisimples. En un anillo auto-inyectivo todo filtro lineal es filtro de continuidad. La interseccién de filtros
de continuidad es un filtro de continuidad, de hecho, la Proposicién 4.1.10 nos muestra que para cada filtro
de continuidad podemos describir el filtro lineal mas pequeno que lo contiene. En este mismo capitulo
damos la clasificacién de los filtros lineales, de Gabriel y de continuidad en un DIP con la finalidad de
contrastar los conceptos, nos damos cuenta que en los DIPs los filtros de continuidad si tienen diferencias
notable con respecto a un filtro lineal pero no tanto con los filtros de Gabriel, de hecho, se prueba que
en un DIP todo filtro de continuidad es un filtro de Gabriel o un filtro de Gabriel unién el ideal cero. En
este mismo capitulo damos la clasificaciéon de los filtros de continuidad en un producto finito de anillos
que podriamos decir que es el principal teorema de este capitulo y nos permitié clasificar los filtros de
Gabriel en los siguientes anillos: en anillos locales uniseriales, en anillos conmutativos de ideales
principales (AIP especial), en particular sobre las congruencias médulo n; Z,,. Finalmente, para cada
filtro de continuidad ¢ de un anillo A y cada M € A-Mod consideramos su médulo de cocientes sobre
el filtro ¢ como sigue:

M(C) = hngomA(I, M)
Ieg
Resulta que A(¢) tiene estructura de anillo y M) tiene estructura de A-moédulo izquierdo al igual
que de A-mdédulo izquierdo, la funcién que permite darle estructura de A-médulo izquierdo a M) es
cuando consideramos el caso particular M = A de los homomorfismos ¢ar : M — M) definidos como

m = [(fm, A)] -

La asignaciéon I : A-Mod — A-Mod dada por F¢(M) = M) es un funtor covariante exacto
izquierdo, de hecho, si consideramos el funtor olvidadizo Fé 1 Ai¢)-Mod — A-Mod que manda cada
A(¢)-mddulo izquierdo a si mismo pero considerado con la estructura de A-mdédulo izquierdo y tomamos
el funtor Ly = Fé o F¢, entonces se puede demostrar que la clase {¢n} conforman una transformacion
natural ¢ : id4-Moa — L¢. Ahora, para cada filtro de continuidad ¢ existe un prerradical exacto izquierdo
(idempotente) asociado r¢, €l cual es definido como:

re(M) = Nu(g$,) = {m € M : existe I € ¢ tal que Im =0}, con M € Obj(A- Mod).
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En otras palabras, ro = Nu(gpc), donde ng : ida-mMod — L¢ es la transformacién natural asociada a
¢. Este prerradical tiene asociado al filtro lineal £, = {I eTI(A): A/l € ']I‘TC} y de hecho es justo el
filtro lineal menor que contiene a ¢, es decir, £,. = £(¢). En general, £, = L(() si y solo si ¢ es filtro
lineal, y un caso que cumple eso son los AIP’s especiales, en particular, las congruencias médulo n (Z,,).
Finalmente, si nos fijamos tnicamente en los filtros de continuidad con elemento menor N(, resulta que
este elemento menor es (A, A)-bimédulo y nos permite describir como A-modulo izquierdo a los médulos
iterados de cocientes sobre dicho filtro ¢ para cada M € A- Mod, concretamente tendremos:

M,y = Homy (T, M), donde T, = ®m§
i=1
My = M), sin =1y Mp) = [M(n—1>]<<),

los médulos de cocientes sobre este tipo de filtros de continuidad ¢ con elemento minimo conmutan con
productos, esto es, si { My}, es una familia de A-médulos izquierdos, entonces:

(H MA) =[] ).
©)

AEA AEA

si n > 1. Por lo tanto, en este caso tendremos que

Atn més, si consideramos cualquier anillo local uniserial podemos describir los anillos cocientes sobre cada
filtro de continuidad con elemento minimo. Y si consideramos cualquier anillo auto-inyectivo A y L un
ideal de A, entonces L) es isomorfo a un ideal de A(¢). Culminamos este trabajo con el capitulo 5 en el
que hablamos sobre posibles lineas de investigacién, un ejemplo de esto es la una extensién del concepto
de filtro de continuidad en cualquier médulo izquierdo.



Capitulo

Preliminares

Con la finalidad de que el presente trabajo sea lo mas autocontenido posible y sin caer en la trivialidad,
en este primer capitulo se presentan las secciones de anillos, médulos y teoria de categorias que tiene como
objetivo incluir lo suficiente y necesario para el entendimiento de este texto. Ademds de que gran parte de
la notacién y terminologia que se usaran en lo subsecuente estan descritos en este apartado. Cabe senalar
que se suponen conocidos los conceptos y resultados presentados en cada seccién, es decir, por lo general
omitimos la demostracién de los resultados presentados pues son considerados de dominio comin, o bien,
podran ser consultados en alguna de las fuentes citadas en la bibliografia como lo son [1] [2].

1.1. Teoria de Categorias

1.1.1. Categorias

La Teoria de Categorias es el terreno para discutir propiedades generales de sistemas como los grupos,
anillos, médulos, conjuntos, o espacios topoldgicos, con sus respectivas transformaciones: homomorfismos,
funciones, o funciones continuas.

Definicién 1.1.1. Una categoria C consiste de tres ingredientes; una clase de objetos Obj (C), para cada
(A,B) € Obj(C) x Obj(C) un conjunto de morfimos Hom (A, B), y para cada A, B,C € Obj(C) una
composicion o : Hom (A, B) x Hom (B,C) — Hom (A, C), denotado por

(f,g9)—>gof

A menudo se escribe f: A — B o A L B en lugar de f € Hom (A, B). Estos ingredientes estdn
sujetos a los siguientes axiomas:

(1) Los conjuntos de Hom son disjuntos por pares: Esto es, si f € Hom (A, B) tiene un dnico domino
A y un inico codominio B.

(it) Para cada A € Obj(C), existe un morfismo identidad idy € Hom (A, A) tal que para todo f €
Hom (A, B) se tiene que foidg = f yidpof = f.

Ly .. [ h
(#91) La composicion es asociativa: Dados morfismos A Lol D, entonces

ho(gof)=(hog)of.

Proposicién 1.1.2. Los morfismos identidad de una categoria C son idnicos (con la propiedad descrita
en 1.1.1, inciso (it)).

Definicién 1.1.3. Una categoria S es una subcategoria de una categoria C si



(i) Obj(S) € Obj(C),

(#4) Homg (M, N) C Home (M, N) para todo M, N € Obj(S), donde nosotros denotamos a los conjuntos
Hom en S por Homg (O,0),

(#i1) Si f € Homg (M,N) y g € Homg (N, K), entonces la composicion go f € Homg (M, K) es igual a
la composicién g o f € Home (M, K),

(iv) Si M € Obj(S), entonces el morfismo identidad idy; € Homg (M, M) es igual a la identidad
idys € Home (M, M) .

Una subcategoria S de C es plena si para todo M, N € Obj(S), Homg (M, N) = Hom¢ (M, N).

Definicién 1.1.4. Si C es una categoria, definamos su categoria opuesta C°P es la categoria con
Obj (C°?) = Obj(C), con morfismos Homeor (M, N) = Home (N, M) (podriamos escribir los morfis-
mos en C°P como f°P, donde f es un morfismo en C) y con composicion el inverso de la de C; esto es,
gro for=(fog)”

op op

Iustramos la composicién en C°P: un diagrama C” I or 2 O en CoP corresponde al diagrama
c % Lo encC Las categorias opuestas son dificiles de visualizar. Por ejemplo en Sets®?; el
conjunto Homgetser (X, (), para cada conjunto X, tiene exactamente un elemento, a saber, ¢°, donde ¢
es la inclusién ) — X en Homgegs (B, X). Pero :°? : X — () no puede ser una funcién, porque no hay
funciones de un conjunto no vacio al conjunto vacio.

Definiciéon 1.1.5. Un morfismo f : C — C’ en una categoria C es un isomorfismo si eriste un
morfismo g : C' — C en C con

gof=idc y fog=ide
El morfismo g se llama inverso de f

Las siguientes definiciones son muy conocidas pero no esta de mas mencionarlas.

Definicién 1.1.6. Sea C una categoria y {X;},.; una familia de objetos de C. Diremos que X € Obj(C)
es un coproducto de {X;};.; siy solo si existe una familia de morfismos {1; : X; — X},.; llamados in-
yecciones candnicas, tal que para cualquier otro objeto Y y una familia de morfismos {f; : X; — Y'},;
existe un unico f € Home (X,Y) tal que f; = four;. Esto es, el siguiente diagrama conmuta para cualquier
iel:

1N

X*>Y

Dicho objeto, es usualmente denotado por @Xi 0 HXi'
il il

Definicién 1.1.7. Sea C una categoria y {Xj}jeJ una familia de objetos de C. Diremos que X €
Obj(C) es un producto de {X;},.; si y solo si existe una familia de morfismos {m; : X — X;},_;
llamados proyecciones candnicas, tal que para cualquier otro objeto Y y una familia de morfismos
{fij: YV — Xj}jEJ existe un unico f € Home (Y, X) tal que el siguiente diagrama conmuta para cual-
quier j € J:

X
% |

Y X;
El producto se denota como HXj; si I = (1,...,n), entonces se denota como X1 X --- x X,, y el
jeJ
morfismo producto como (f1,..., fn).



1.1.2. Funtores

Los funtores son los morfismos entre las categorias.

Definicién 1.1.8. Si C y D son categorias, entonces un funtor (covariante) F : C — D es una
aplicacion tal que

(7) Si M € Obj(C), entonces F (M) € Obj (D).

(i)
(iid)

(iv)

Para f € Home(M, N), entonces F (f) € Homp (F(M), F(N)).
F(f)

FN) 29 p(K) estd en D y

Flgo f) = F(g) o F([).

Para ML N % K en C, entonces F(M)

Para cada M € Obj (C), F (idar) = idp(ar).

B Ejemplos 1.1.9. (i) Si S es una subcategoria de una categoria C, entonces la definicion de subcate-

(i)

(iid)

(iv)

goria podria reescribirse diciendo que la inclusion I : & — C es un funtor [esta es la razén de la
presencia del axioma (iv) en la Definicion 1.1.8].

Si C es una categoria, entonces el funtor identidad ide : C — C es definido por ide(M) = M
para todo objeto M y ide(f) = f para todo morfismo f.

Si C es una categoria y M € Obj(C), entonces la asignacion Hom (M,0) : C — Sets, dada por

e Para todo N € Obj(C), N Hom(M.), Hom (M, N).

e Para cada f € Home (N,N'), Hom (M, f) : Hom (M,N) — Hom (M,N’) esta dada por
Hom (M, f) (h) = f o h es un funtor. Denotamos a Hom (M, f) como f.

Definamos el funtor olvidadizo U : Grp — Sets como sigue: para un grupo G, U (G) es el
conjunto que subyace de G y para un homomorfismo de grupos f, U(f) es f considerado inicamente
como funcién. FEstrictamente hablando, un grupo G es un par ordenado (G,p) [donde G es su
(subyacente) conjunto y p: G x G — G es su operacion/, y U ((G, 1)) = G; el funtor U olvida la
operacion y recuerda solo el conjunto. Hay muchas variantes. Por ejemplo un anillo es una triple
ordenada (A, o, p) [donde o : Ax A — A esla suma y pu: Ax A— A es la multiplicacidn],
hay funtores olvidadizos U’ : Anillos — Ab con U (A, o, u) = (A4, ) el grupo aditivo de A, y
U" : Anillos — Sets con U" (A, a, u) = A, el conjunto.

Un segundo tipo de funtores que invierte morfismos.

Definicién 1.1.10. Un funtor contravariante G : C — D, donde C y D son categorias, es una
asociacion tal que

(i)
(i)
(iid)

(iv)

Si C € Obj (C), entonces G (C) € Obj (D).
Para cada f € Home (C,C"), G(f) € Homp (G (C') — G (C)).

Para C L ¢ % o enC, G(C") %G(C’) Gy, (C) esta en D y
G(gof)=G(f)oG(g).

Para todo C € Obj (C), G (id¢) = idg(c).

B Ejemplo 1.1.11. Sea C una categoria y N € Obj(C), entonces la asignacion Hom (O, N) : C — Sets,
dada por

Para todo C € Obj(C), C Hom@N), Hom (C,N).
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e Para cada f € Home (C,C"), se tiene que Hom (f, N) : Hom (C, N) — Hom (C’, N) estd definido
como Hom (f,N) (h) = ho f.

es un funtor contravariante. Generalmente denotamos al morfismo inducido Hom (f, N) como f*.

Proposicién 1.1.12. Sea F : C — D un funtor covariante [contravariante]. Si f : C — C' es un
isomorfismo en C, entonces F (f) es un isomorfismo en D.

Esta proposicién ilustra, ciertamente en un nivel bajo, una razén del por qué es tutil dar definiciones
categdricas.

1.1.3. Transformaciones naturales

Asi como los homomorfismos comparan objetos algebraicos y los funtores comparan categorias, las
transformaciones naturales comparan funtores.

Definicién 1.1.13. Sean F,G : C — D funtores covariantes. Una transformacion natural 7 : FF —
G es una familia de morfismos en D,

7 ={70: F(C) — G(C)}¢conice)

tal que el siguiente diagrama conmuta para cada f: C — C" en C:

F(C) —— G(C)

F(f)l JG(f)

F(C') —— G(C")

Un isomorfismo natural es una transformacion natural tal que cada 7o es un isomorfismo.

Las transformaciones naturales entre funtores contravariantes son definidos de manera similar (rempla-
zando C por C°P). A partir de aqui diremos dnicamente funtor cuando nos refiramos a funtor covariante.
Las transformaciones naturales pueden ser compuestas. Si7T: F — Gy o : G — H son transformaciones
naturales, donde F, G, H : C — D son funtores, entonces definimos o o7 : F' — H por

(coT)s =0coTC

para todo C' € Obj(C). Es ficil verificar que o o 7 es una transformacién natural. Para cada funtor
F : C — D, se define la transformacién natural identidad idr : FF — F' como sigue; para cada
C € 0bj(C), (idp)e : F(C) — F(C) es el morfismo identidad idp(cy.

Proposicion 1.1.14. Una transformacion natural 7 : F — G es un isomorfismo natural si y solo si
ezxiste una transformacion natural o : G — F tal que

coT=idp yToo =idg

Notacion. Si F,G : C — D son funtores de la misma variante, entonces
Nat (F,G) = {7 : F — G : 7 es transformacién natural} .

En general, Nat (F, G) podria no ser un conjunto. El siguiente teorema muestra que Nat (F, G) es un
conjunto cuando F = Hom¢ (M, 0).

Teorema 1.1.15 (Lema de Yoneda). Sea C una categoria, M € Obj(C), y sea G : C — Sets un
funtor covariante. Entonces existe una biyeccion

y :Nat (Home (M,0),G) — G(A), dada por
y(r) = 7 (idar)



Dem.
Si 7 : Home (M,0) — G es una transformacién natural, entonces y(7) = 7 (idp) € G (M) porque
7 : Home (M, M) — G(M) por lo tanto y estd bien definida.

Para cada N € Obj (C) v ¢ € Home (M, N), el siguiente diagrama conmuta

Home (M, M) — G(M)
S"*l J{G((p)

Home (M,N) 7 G(N)

Asi que,

G(p)ota (idy) = 7n 0w (idpys) = v (poidar) = v (v)

Veamos que y es inyectiva: Para ello, sea o : Home (M,J) — G otra transformacién natural tal que
y(7) = y(0), es decir, 7as (idps) = ops (idps). Entonces para cada ¢ € Home (M, N) tenemos que

™V (¢) = G(p) o T (idar) = G(p) 0 o (idar) = o ().
Esto es, oy = 7n, y como N es arbitrario, entonces o = 7. Por lo tanto, y es inyectiva.

Ahora, veamos que y es sobreyectiva: Sea z € G(M). Para N € Obj (C) y ¥ € Hom¢ (M, N), definimos

™ (¢) = G(¥)(z)

[Notemos que G(v) : G(M) — G(N), asi que G(¢)(x) € G(N)]. Afirmamos que 7 es una transfor-
macién natural, nos resta verificar que el siguiente diagrama conmuta para 6 : N — K:

Home (M, N) —— G(N)
0. |e@
Home (M, K) I G(K)
Sea ¢ € Home (M, N), tenemos que

G(O)otn () = G () (G(P)(x)) = (G(8) 0 G(V)) () = G(6 0 ¥)(2)
=7x (0 0¢) =7k (0(¢)) = Tv 0 0. ().
Por lo tanto, 7 es una transformacién natural. Ahora, y (7) = 7as (idar) = G (idar) (2) = idgr (x) =
x,y asi y es una biyeccién.

Q.E.D

Definicién 1.1.16. Un funtor covariante F' : C — Sets es representable si existe un objeto M €
Obj (C) tal que F = Home (M,0).

En el siguiente resultado la parte més interesante es la (¢i7), el cual dice que si F' es representable,
entonces el objeto es tnico salvo isomorfismos.

Corolario 1.1.17. Sea C una categoria y sean M, N € Obj(C).

(1) Si 7 : Home (M,0) — Homg (N,0) es una transformacion natural, entonces para todo C €
Obj (C), tenemos que ¢ = ¥*, donde v = Tpr (idps) : N — M y el morfismo inducido estd dado
por

¥* :Home (M, C) — Home (N, C),
P (p) =pot

Mas aun, el morfismo ¢ es unico. Si 7c = 0%, entonces 8 = .



(ii) Sean Home (M,0) = Home (N,0) = Home (K,0) transformaciones naturales. Si oc = n* y
Tc = ¢* para todo C € Obj(C), entonces

(coT)e=(Yon)".

(#9t) SiHome (M,0) y Home (N, 0) son funtores naturalmente isomorfos, entonces M = N (El reciproco
también es cierto)

Dem.

(7) Si denotamos 7y (idps) € Home (N, M) por 1, entonces por el Lema Yoneda para cada C € Obj(C)
y todo ¢ € Home (M, C), que 7¢ (¢) = @« (). Pero, . (¥) = p o = ¢* (p). La unicidad se sigue de la
inyectividad de la funcién y del Lema de Yoneda.

(#) Por la parte (¢), hay un tinico morfismo ¢ € Hom¢ (N, M) y n € Home (K, N) con
e (p) =197 (p) v oc(@)=n"(¢).
Para todo ¢ € Home (M, C) y ¢' € Home (N, C). Por definicién, (0 o 7), = o¢ o 7¢ y asi

(o) (0) =00 @ (¥) =n" 0™ (p) = (Yon) (p).

(#4i) Si 7 : Home (M,0) — Home (N, ) es un isomorfismo natural, entonces hay un isomorfismo
natural o : Home (N, ) — Home (M,0) con 0 o 7 = idgome(mr,0) ¥ T © 0 = idHome (IV,0). Por la parte
(7), hay un morfismo v : N — M y n: M — N con 7¢ = * y o¢ = n* para todo C € Obj(C). Por la
parte (i), tenemos Too = ¢* on* = (no)" =idy y oo = (¢ on)" =id},. La unicidad en la parte (i)
obtenemos que ¥ on =1idy vy no ¥ =idy, asi que n: M — N es un isomorfismo.

Q.E.D

m Ejemplo 1.1.18. Informalmente, si C y D son categorias, la categoria funtor D€ tiene como objetos
los funtores covariantes C — D y como sus morfismos todas las transformaciones naturales. Cada funtor
F : C — D tiene una transformacion natural identidad idp : ' — F, y composicion de transformaciones
naturales es una transformacidn natural. Pero hay aqui un problema de teoria de conjuntos: Nat (F,G)
necesita ser un conjunto. Recordemos que una categoria A es pequena si la clase Obj (C) es un conjunto;
es este caso, Nat (F,G) es un conjunto, y asi la definicion formal de categoria de funtores D€ requiere
que C sea una categoria pequena.

Corolario 1.1.19 (Inmersién de Yoneda). Si C es una categoria pequena, entonces existe un funtor
Y : C? —» Sets© que es inyectiva en objetos y cuya tmagen es una subcategoria plena de Sets®

Dem.

Definimos Y sobre los objetos por Y (C) = Home (C,0). Si C # C’, entonces Home (C, 0) # Home (C7,0)
(definicién de categorfa); esto es, Y(C) # Y (C'), y as{ Y es inyectiva en objetos. Si 1) : ¢/ — C es un
morfismo en C, entonces hay una transformacién natural Y (1) : Home (C,0) — Home (C’,0) con
Y (v¥)c = 9 para cada C' € Obj(C), por el Corolario 1.1.17 (i). Ahora, por el Corolario 1.1.17 (ii) tenemos
Y (von) =Y (n)oY (¥),y asi Y es un funtor contravariante. Finalmente, la sobreyectividad de la funcién de
Yoneda y en el Teorema 1.1.16 muestra que cada transformacién natural Home (C,0) — Home (C',0O)
surge como Y (¢) para algin . Por lo tanto, la imagen de Y es una subcategoria plena de la categoria
de funtores Sets®.

Q.E.D
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1.2. Anillos

En términos generales, asumiremos que estamos familiarizados con los conceptos y resultados fun-
damentales de la teoria de anillos. No obstante, en esta seccién, se presentaran algunos resultados que
seran tiles en etapas posteriores, con el inico propésito de contar con ellos cuando se mencionen ciertos
conceptos o resultados en este contexto. Es importante subrayar que a lo largo de todo el texto, estaremos
suponiendo que los anillos cuentan con unidad.

Notacién 1. Denotaremos como Anillos a la categoria de anillos y como ConmAnillos a la categoria
de anillos conmutativos. También;

w Z(A):={I:1 esideal izquierdo de A},

» U(A) :={r:r es invertible en (unidad de)A},

- A* = A\ {0},

= D (A) denotard el conjunto de todos los divisores de cero del anillo A distintos de cero.

Diremos que I es un ideal o ideal bilateral si es ideal izquierdo y derecho.

Teorema 1.2.1. Sean Ay,..., A, € Anillos y A=[]_, A,.

(1) Sipara cadai € {1,...,n}, I; € Z(A;), entonces I = Hli eZ(A).

i=1

(ii) I € Z(A) si y solo si para cada i € {1,...,n} existe I; € T(A;) tal que I = Hli, mds aun,
i=1

Ii = 7Ti(I).

Definicién 1.2.2. Sea A un anillo.
» Si D(A) =0, entonces diremos que A es un dominio entero.

= A se llama anillo de ideales principales izquierdo (derecho) si cada ideal izquierdo(derecho)
es principal y que denotaremos como AIP izquierdo (AIP derecho). Cuando se satisface tanto
para los ideales izquierdos como para los derechos, entonces lo llamaremos anillo de ideales prin-
cipales (AIP). Y si ademds es un dominio, entonces diremos que A es un dominio de ideales
principales (DIP).

» A satisface la condicion de cadena ascendente (CCA) en sus ideales izquierdos (o derechos), si
para todo Iy, 1s, ... tales que Iy C Io, ..., existe m € N tal que, para todo k > m, I, = I,,. Se dice
que A es noetheriano por la izquierda si satisface CCA en sus ideales izquierdos, noetheriano
por la derecha si satisface CCA en sus ideales derechos y noetheriano si satisface CCA en sus
ideales izquierdos y derechos.

» A satisface la condicion de cadena descendente (CCD) en sus ideales izquierdos (o derechos),
si para todo I1, I, ... tales que Iy D Io,. .., existe m € N tal que, para todo k > m, I}, = I,,. Se dice
que A es artiniano por la izquierda si satisface CCD en sus ideales izquierdos, artiniano por
la derecha si satisface CCD en sus ideales derechos y artiniano si satisface CCD en sus ideales
1zquierdos y derechos.

Recordemos los conceptos de divisibilidad en anillos.

Definicién 1.2.3. Sea A un anillo y a,b € A.

(1) a es un divisor por la izquierda de b o que b mailtiplo por la derecha de a si existe x € A tal
que ax = b.

11



(2) a es un divisor por la derecha de b o que b es un maultiplo por la izquierda de a si existe x € A
tal que xa =b.

(3) a es divisor bilateral de b si lo es por ambos lados.

(4) Si A es conmutativo, entonces las definiciones (1) — (3) coinciden, por lo que solo se dice que a es
divisor de b o b es maltiplo de a si existe x € A tal que xa = b y se escribe alb.

(5) Si A es conmutativo, alb y bla, entonces decimos que a y b son asociados.

Las afirmaciones sobre divisibilidad en un anillo conmutativo se pueden traducir en declaraciones sobre
el ideal principal, y que usaremos en el ultimo capitulo.

Proposicién 1.2.4. Sea A un anillo conmutativo.

(a

alb si y solo si (by C {(a).

2) a y b son asociados si y solo si (a) = (b).

4

)
)
3) ue U(A) siy solo si para cada a € A, ula.
) u € U(A) siysolo si{u) =A.

)

(
(
(
(5) Sia=bu para algin u € U (A), entonces a y b son asociados.
Definicién 1.2.5. Sea A un anillo conmutativo y a,b,p € A.

(1) p es un elemento primo de A si y solo siplab en A, entonces pla o p|b.

(2) p es irreducible si y solo si alp, entonces a € U (A) o a es asociado con p.

Teorema 1.2.6. Sea D un DIP, entonces D satisface CC'A y todo elemento que no es cero y no es
unidad, puede ser escrito como producto de una cantidad finita de elementos irreducibles.

Teorema 1.2.7. Todo ideal mdximo es un ideal primo.
Corolario 1.2.8. Sea D un DIP y p € D un elemento irreducible, entonces p es un elemento primo.

Definicién 1.2.9. Sea D un dominio entero, diremos que D es un dominio de factorizacion unica
(DFU) si y sdlo si para todo r € D* yr ¢ U (D) existen p1,pa2,...,p+ € D elementos irreducibles, tales
que T = p1p2 - - - pr Y esta descomposicion es unica salvo asociados.

Teorema 1.2.10. Todo DIP es un DFU.

Lema 1.2.11. Sea A un DIP. Para todo a,b € A se cumplen las siguientes:
(1) Si f € Homy ({a), A), entonces f =0 6 [ es inyectiva.

(2) (a) (b) = {ab)

Lema 1.2.12. Sea A un DIP, a,b,c € A, d = mcd(a,b) y a’,b € A tales que a = da’, b = db'. Las
stquientes se cumplen:
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(a) Side U(A), y albe, entonces alc.
(b) mcd(a’,b") € U(A).
(©) ((b) : a) = (V).

Proposicién 1.2.13. Sea A un dominio entero y consideremos la relacion a ~ b en A si y sdlo si a,b
son asociados. Entonces, ~ es una relacion de equivalencia.

Definicién 1.2.14. Sea D un dominio entero y ~ una relacion de equivalencia. Un sistema completo
de representantes de la relacion ~ es un subconjunto X C D tal que para todo a € D existe un unico
z € X tal que a ~ x.

Definicién 1.2.15. Un anillo A es uniserial izquierdo (derecho) si sus ideales izquierdos (derechos)
estdn totalmente ordenados por inclusion y diremos que es uniserial si los es por la izquierda y derecha.

Definicién 1.2.16. Un anillo A es local si cumple las siguientes propiedades equivalentes:

s Tiene un unico ideal izquierdo mdximo.

= Tiene un unico ideal derecho mdzimo.

m 140, ysiz,y€ A\U(A), entoncesx +y € A\U(A).

n 1#0,ysixz €A, entoncesz € U(A) o1 —z € U(A).

w Sixy,...,x, € A tal que x1 + -+ + 2, € U(A), entonces existe i € {1,...,n} tal que x; € U(A).
Si se dan estas propiedades, entonces el unico ideal por la izquierda mdximo coincide con el unico ideal
mdximo por la derecha y también con el Radical de Jacobson del anillo.
Proposicién 1.2.17. [7, P. 210, Section: Uniserial rings, Theorem 1] Las siguientes condiciones sobre
un anillo A son equivalentes.

(a) A es uniserial.

(b) A es un AIP artiniano.

Definicién 1.2.18. Un anillo A se llamard anillo de ideales principales especial (AIP especial)
st es conmutativo, local y uniserial.

Proposicién 1.2.19. Si A es un anillo local uniserial con ideal mdzimo M = (a), entonces,
(a) Sibe A, entoncesbe U(A) 6be M.
(b) Para cada j € Ng y M7 = <aj>, donde a® :==1 y M° := A. Ademds, existe k € N tal que
A=M°DMD---DMF=o.
(c) Z(A) = {M7 : j € {0,...,k}}.

(d) Todo los ideales izquierdos son ideales derechos, es decir, bilaterales.

Teorema 1.2.20 (Teorema de Zariski - Samuel). Sea A un anillo conmutativo. Si A es un AIP,

entonces A = HA“ donde A; es un DIP o un AIP especial.

i=1

Teorema 1.2.21 (Teorema Chino del Residuo para Anillos). Sea A un anillo conmutativo y
Ii, ..., I, ideales de A tales que I; + I; = A para cada i # j. Entonces,

A/l - 1, = HA/Ik, a+1--- I, — (a+1k)1§k§n
k=1
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1.3. Modbdulos
1.3.1. Teoria de Mdbdulos

En este trabajo, partiremos del supuesto de que los lectores poseen un conocimiento basico y funda-
mental sobre la teoria de médulos, el cual se adquiere en cursos de dlgebra moderna a nivel de licenciatura
y maestria. Por lo tanto, la mayoria de las definiciones y resultados en este campo matemédtico no seran
abordados aqui. Sin embargo, esta seccién estd especificamente disenada para presentar los resultados que
seran utilizados posteriormente, con el tinico propdsito de tenerlos disponibles cuando se requieran. Para
una comprensién mas detallada de la teorfa de mdédulos, se recomienda consultar las referencias [2], [9] y

[10].

Notacion 2. Sea A un anillo. Denotaremos como A-Mod a la categoria de A-mddulos izquierdos y
como Mod-A a la categoria de A-modulos derechos. Finalmente, usaremos la misma notacion para sus
homomorfismos, esto es, si M, N € Obj (A-Mod) ¢ M,N € Obj(Mod-A) entonces

Homy (M, N).

denotard el conjunto de A-homomorfismo de M a N. A menudo escribimos s M para denotar que M
es un A-modulo izquierdo y M para denotar que M es un A-mddulo derecho. Ademds escribiremos
M € A- Mod [M € Mod-A], en lugar de M € Obj(A-Mod) [M € Obj(Mod-A)].

Lema 1.3.1. Si M, N € Obj(A-Mod) [o si M, N € Obj(Mod-A)], entonces el conjunto Homy (M, N) es
un grupo abeliano. Ademds, si f,g € Homa (M,N),p: M’ — M yq: N — N’ son A-homomorfismos,
entonces

(f+g)op=fop+gop y qo(f+g)=qof+qog

Definicién 1.3.2. Un funtor F : A-Mod — Ab de cualquier variante se llama funtor aditivo si para
cada f,g € Homy (M, N), tenemos

F(f+g)=F(f)+ F(g)

Proposicién 1.3.3. Sea A un anillo, M, N, K € Obj(A-Mod) y Z(A) el centro de A.
(1) Homa (M,0) es un funtor aditivo .

(it) Si M € A-Mod, entonces Homy (M, N) es un Z (A)-mddulo izquierdo, si f € Homy (M,N) y a €
Z(A), definimos af : M — N como af(m) = f(am). Si ¢ € Homy (N, K), entonces el morfismo
inducido q. : Homy (M, N) — Hom4 (M, K) es un Z (A)-homomorfismo, y Hom 4 (M,0) toma
valores en Z (A)-Mod. En particular si A es conmutativo, entonces Homy (M,0) es un funtor
A-Mod — A-Mod. Donde Z(A) es el centro de A-

Proposicién 1.3.4. Sea A un anillo, y sean M, N, K € Obj(A-Mod).
(1) Homu (O, K) es un funtor contravariante aditivo .
(1i) Si N € A-Mod, entonces Homy (M, K) es un Z (A)-mddulo izquierdo, si f € Homy (M, K) y
a € Z(A), definimos af : M — N como af(m) = f(am), para todo m € M.

Si q € Homa (M, K), entonces el morfismo inducido q. : Homy (N, K) — Homyu (M, K) es un
Z (A)-homomorfismo, y Hom 4 (O, K) toma valores en Z (A)-Mod. En particular si A es conmuta-
tivo, entonces Hom 4 (O, K) es un funtor contravariante A-Mod — A-Mod

Los dos resultandos de las Proposiciones 1.3.3 y 1.3.4 nos dicen que los funtores Hom son aditivos.
Ahora, si F' : C — D es un funtor covariante, entonces para cada M, N € Obj (A- Mod) existe la funcién
Fyn : Home (M, N) — Homyp (F(M), F(N)) dada por Fan(g) = F(g).

Si F: A-Mod — Ab es un funtor aditivo, entonces cada F4p es un homomorfismo de grupos: la
afirmacion andloga para funtores contravariantes es también cierta.
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Proposicién 1.3.5. Sea F': A-Mod — Ab un funtor aditivo de cualquier variante.

(1) Si0: M — N, es el morfismo cero, entonces F(0) = 0.

(#1) F({0}) = {0}.

Definicién 1.3.6. Un A-mddulo izquierdo M es finitamente generado si M es generado por un con-
Junto finito; esto es, si hay un conjunto finito X = {x1,...,z,} con M = (X).

Notacién 3. Si M, N € Obj(A- Mod) y f € Homa (M, N), entonces
» El nicleo de f se denota como: Nu(f) ={m € M : f(m) =0},
= La imagen de f se denota como: Im (f) ={n € N : existe m € M, f(m) =n},
= El conticleo de f se denota como: Conu (f) = N/Im(f).

Es meramente rutinario checar que Nu(f) < M y que Im (f) < N.

Si f: M — N es un A-homomorfismo y K C N, entonces f~1 (K) = {m € M : f(m) € K} es un
submédulo de M que contiene al Nu (f) = =1 ({0}).

Teorema 1.3.7 (Teorema de Correspondencia). Si M € Obj(A-Mod) y K € S(M), entonces
p:{NeSM): KCNCM} — S(M/K) dada por o(N) = N/K es biyectiva. Es mds, K C N C N’
en M siy solosi NNK CN'/K en M C K.

El teorema de correspondencia es usualmente usado como sigue: un submédulo N* de M/ K es igual a
N/K para algtin tnico submdédulo intermedio K. En seguida anunciaremos la versién tedrica para anillos.

Teorema 1.3.8 (Teorema de Correspondencia para Anillos). Si I es un ideal bilateral de un anillo

A, entonces la funcion ¢ : {J € Z(A): I CJC A} — T(A/I) dada por o(J) = J/I es biyectiva. Es
mas, I CJCJ en A siysolosi J/ICJ/Ien ACI.

Definicién 1.3.9. Para M € Obj(A-Mod) se llama ciclico si existe m € M tal que M = (m).
Proposicién 1.3.10. M € Obj(A-Mod) es ciclico si y solo si M = A/I, para algin I € T(A).

Definicién 1.3.11. Un A-mddulo izquierdo M es simple (o irreducible) si M # {0} y M no tienen
submddulos propios no cero; esto es, {0} y M son los inicos submddulos de M.

Corolario 1.3.12. Un A-mddulo izquierdo M es simple si y solo si M = A/I, donde I es un ideal
1zquierdo mdxrimo.

Definicién 1.3.13. Un sucesion finita o infinita de A-homomorfismos y A-mddulos izquierdos

~-~—>Mn+1f"—+1>Mnf—">Mn,1—>~-~

es llamada sucesion exacta si Im (fr,11) = Nu(f,)

Observe que no hay necesidad de etiquetar los morfimos 0 i> M o N % 0: En cualquier caso, hay un
tnico morfismo, a saber, f : 0 — 0 o el homomorfismo constante g(n) = 0 para todo n € N.
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Definicién 1.3.14. Una sucesion exacta corta es una sucesion exacta de la forma

0—ML NS K .

Algunos autores llaman a esta extensiéon de K por M; algunos autores dicen que el médulo de en
medio N es una extension.

Definicién 1.3.15. Sean A = A-Mod y B = B-Mod y sea F : A — B un funtor covariante, sea
0— M — N — K — 0 una sucesion exacta corta de objetos de A, entonces

1) F es semi-exacto si F(M) — F(N) — F(K) es ezacto.

(1)
(2) F es exacto izquierdo si0 — F(M) — F(N) — F(K) es ezxacto.

(3) F es exacto derecho si F(M) — F(N) — F(K) — 0 es exacto.

(4) F es exacto si 0 — F(M) — F(N) — F(K) — 0 es ezacto.

Recordemos las definiciones de suma directa y producto directo sobre la categoria de A- Mod.

Definicién 1.3.16. Sea A un anillo y (M;);c; una familia de A-médulos izquierdos, entonces su suma
directa se define como:

@Mi = {(mi)iel :m; € M;, tal que m; = 0 para todo i € I excepto un nimero finito de éstos}
iel
junto con una familia de A-homomorfismo {Li M, — @jel Mj}ie[ donde cada v; es la inclusion de M;

en la i-ésima coordenada de @
stquen:

ser Mi, cuya suma en @, ; M; y producto por escalar estdn dados como
= (mi)ier + (Ni)ier = (Mi +ni)iess
= a(mi)ie; = (ami)e;

Es facil verificar que @,;.; M; es un coproducto de la categoria A-Mod.

Definicién 1.3.17. Sea A un anillo y {M;};.; una familia de A-mddulos izquierdos, entonces su produc-
to directo se define como; [1c; M; := {(m),c; : mi € My}, junto con una familia de A-homomorfismo

T . HMZ — Mj
Jel iel

donde cada m; es la proyeccion candnica de []
escalar estin dados como siguen:

jer M; en M;, cuya suma en Hiel M; y producto por

- (mi)iez + (ni)iel = (m; + ”i)z‘eb
= a(mi)ie; = (ami);er

De hecho, [],.; M; es un producto de la categoria A-Mod.

iel
El siguiente teorema es muy utilizado en este trabajo.
Teorema 1.3.18 (Teorema del factor). Sea M, M' N, N’ € Obj(A- Mod) y sea f € Hom4 (M, N).
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(1) Sig € Homga (M, M') es un epimorfismo con Nu(g) C Nu(f), entonces existe h € Homa (M', N)
unico tal que f = h o g. Es decir, el siguiente diagrama conmuta:

M —— N

|5

Ademds, Nu(h) = g (Nu(f)) yIm(h) = Im(f), as? que h es monomorfismo siy solo si Nu(g) = Nu(f)
y h es epimorfismo si y solo si f es epimorfismo.

f
h

(2) Sig € Homyu (N, N) es un monomorfismo con Im(f) C Im(g), entonces existe h € Hom 4 (M, N')
unico tal que f = go h, es decir, el siguiente diagrama conmuta:

Ademds, Nu(h) = Nu(f) y Im(h) = g~' (Im(f)), asi que h es monomorfismo si y solo si f es
monomorfismo y h es epimorfismo si y solo si Im(g) = Im(f).

Proposicién 1.3.19. Sean M, N € Obj(Z- Mod) y A, B,C € Anillos. Entonces la estructura de anillo
(1) aMp, aN¢ induce una estructura de (B, C)-bimddulo a Homa (M, N) mediante
(0f)(x) = f(xb) y (fo)(x) = f(z)c;
(2) BMa, ¢ N4 induce una estructura de (C, B)-bimddulo a Hom s (M, N) mediante
(cf)(@) = cf(x) y (fb)(z) = f(bx).
1.3.2. Producto Tensorial

El producto directo toma un papel importante en este trabajo, por lo que se considera indispensable
tener la construccién de este concepto.

Definicién 1.3.20. Sea A un anillo, M 4 un A-mddulo derecho, AN un A-mdédulo izquierdo y G un grupo
abeliano. Una funcién f : M x N — G se llama A-biaditiva si, para cada m,m’ € M,n,n’ € N, y
a € A, tenemos:

i f(m+m’,n):f(m,n)—i—f(m’,n),
e f(m,n+n') = f(m,n)+ f(m,n’),
e f(ma,n) = f(m,an).

Si A es conmutativo y M, N, K son A-mddulos, entonces una funcion f : M x N — K se llama
A-bilineal si f es A-biaditiva y también

e f(mr,n)=rf(m,n) = f(m,rn).
El producto tensorial convierte funciones A-biaditivas en A-homomorfismos.

Definicién 1.3.21. Dado un anillo A, un A-mddulo derecho M 4 y un A-mddulo izquierdo 4N, su pro-
ducto tensorial es un grupo abeliano M ® 4 N y una funcién A-biaditiva

h:MxN—M®aN

tal que, par cada grupo abeliano G y cada funcion A-biaditiva f : M x N — G existe un tnico
Z-homomorfismo f: M ®a4 N — G tal que el siguiente diagrama conmuta:

MXNLG

e

M ®4 N
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Sabemos que el producto tensorial entre M4 y 4N existe, y es inico salvo isomorfismos. Sin embargo,
necesitamos desglosar su construccién pues lo ocuparemos en algin punto de este proyecto. Para ello, sea
F un grupo abeliano libre con base M x N; esto es, F es libre en todos los pares ordenados (m,n) donde
m € M y n € N, se define en el subgrupo S de F' generado por todos los elementos de los siguientes tres
tipos:

(m,n+n')— (m,n) — (m,n’)
(m+m',n) — (m,n) — (m',n)
(mr,n) — (m,rn)

El cociente F//S := M ® 4 N junto con h: M x N — M ®4 N que estd dado por h(m,n) =m®n
para cada (m,n) € M x N, es el producto tensorial entre M @ N. A las clases (m,n)+ .S se denotan como
m ® n. Tenemos las siguientes:

mn+n)=mean+men
(m+m)@n=m@n+m' ®@n
(mr)®@n=m® (rn)

Observacion 1.3.22. Ya que M ®4 N es generado por los elementos de la forma m®n, cadauw € M® 4 N
tiene la forma
u = Z m; @ n;
i

FEsta expresion de u no es unica; por ejemplo, para cero hay expresiones
0=m®n+n)-mean-—men,
O=(m+m)@n—men—m'@n,
0=(mr)®n—me (rn).

Proposicién 1.3.23. Sea f: My — MY y g :a N — 4 N’ homomorfimos de A-mddulos derechos e
izquierdos, respectivamente. Entonces hay un tnico Z-mddulos, denotado por f@g: M QN — M'®@ N’
con

f@g:men— f(m)®g(n).

Dem.
La funcién ¢ : M x N — M'® 4 N’ dada por p(m,n) = f(m)®g(n) es A-biaditiva, es ficil comprobarlo,
asi, existe un unico homomorfismo M ®4 N — M’ ® 4 N’ dada por m ® n — f(m) ® g(n)

Q.E.D

Corolario 1.3.24. Dado homomorfismos de A-mddulos derechos M ENS VL f—l> M" y homomorfimos de
A-médulos izquierdos N 2 N’ L5 N”,
(ff@g)o(feg)=(f'of)®(g og).

Dem.
Ambos homomorfismos mandan m ® n a f' o f(m) ® g’ o g(n) y asf la unicidad nos da lo que queremos.

Q.E.D

Teorema 1.3.25. Dado M4 hay un funtor aditivo Fay : 4 Mod — Ab, definido por

FM(N):M®AN yFM(g) :idM®g,

donde g : N — N’ es un homomorfismo de A-mddulos izquierdos. Similarmente, dado 4N hay un funtor
aditivo Gy : Mody — Ab definido por

Fx(M)=M®a N y Fy(g) = f ®idy,

donde f: M — M’ es homomorfismo de A-mddulos derechos.
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Notacién: Denotaremos el funtor Fj; por M ® 4 O y al funtor G por O ®4 N.

Corolario 1.3.26. Si f : M — M’ y g : N — N’ son isomorfismos de A-mddulos derechos e izquierdos,
respectivamente. Entonces f @ g: M @4 N — M’ @4 N’ es un isomorfismos de grupos abelianos.

En general, el producto tensorial de dos mdédulos es solo un grupo abeliano; en caso de que sea un
modulo, los funtores producto tensorial toman valores en una categoria de médulos, no simplemente en
Ab. La nocién de bimédulo generalmente responde a tales preguntas.

Definicién 1.3.27. Sean A, B anillos y sea M un grupo abeliano. Entonces M es un (A, B)-bimddulo,
denotado como aMp, si M es un A-mddulo izquierdo y un B-mddulo derecho, y se cumple la ley de
asociacion: Ya € A,m € M, € B

a(mb) = (am)b.

Si M es un (A, B)-bimddulo, estd permitido escribir amb, pues la ley de asociacidn previa nos dice que
las dos posibles asociaciones concuerdan.

La siguiente proposicién usa el producto tensorial para extender los escalares.

Proposicién 1.3.28. (Ezxtension de escalares) Sea S un subanillo de un anillo A.

(1) Dado un bimodulo 4Mg y un S-mddulo izquierdo sN, entonces el producto tensorial M @s N es un
A-mddulo izquierdo, donde
a(m®n)=(am)Q@n.

Similarmente, dado un S-mddulo derecho Mg y un (S, A)-bimddulo N, el producto tensorial M ®g N
es un A-mddulo derecho, donde
(m®n)a=m® (na).
(#9) El anillo A es un (A, S)-bimddulo y, si M es un S-mddulo izquierdo, entonces A ®g M es un

A-mddulo izquierdo.

Corolario 1.3.29. Las afirmaciones siguientes se cumplen:

(1) Dado un bimddulo s My, el funtor M@,0 : A- Mod — Ab define un funtor de A- Mod a S- Mod.

(#4) Si A es un anillo, entonces M @4 N es un Z(A)-mddulo, donde
a(m®n)=(am)@®n=m®e (an),
para todo a € Z(A), me M, yn € N.
(7it) Si A es un anillo, a € Z(A) y pa : N — N es la multiplicacion por a, entonces
idy ®ueg : M @4 N — M @4 N

es también multiplicacion por a.

Cuando uno de los médulos es un bimédulo, Hom también tiene estructura extra y son descritas en la
siguiente proposicién.

Proposicién 1.3.30. Sea A y S anillos.

(1) Dado sMgs y aN, entonces Homy (M, N) es un S-mddulo izquierdo, donde sf : m — f(ms), y
Homy (M,0) es un funtor A- Mod — S- Mod.

(it) Dado aMgs y Ng, entonces Homg (M, N) es un A-mddulo derecho, donde fa : m — f(am), y
Homg (M,0) es un funtor Mod-S — Mod-A.

(141) Dado sN4g y My, entonces Homy (M, N) es un S-mddulo izquierdo, donde sf : m — s[f(m)], y
Homy (O, N) es un funtor Mod-A — S- Mod.

(iv) Dado sNa y sM, entonces Homg (M, N) es un A-mddulo derecho, donde fa : m — f(m)a, y
Homg (M, D) es un funtor S- Mod — Mod -A.
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1.3.3. Limite Directo

En este trabajo nos interesa los limites directos en la categoria A-Mod que sabemos siempre existen, sin
embargo, este concepto es uno de los ingredientes principales que usamos a lo largo de toda la investigacién,
por lo que es muy importante tener a la mano el constructo de fondo. Con esta finalidad, enseguida se
dard un resumen de este concepto, y en especial sobre la categoria A-Mod.

Definicién 1.3.31. Un COPO (A, <) se llama conjunto dirigido si para cada pareja i,j € A, existe
ke Ata quei <kvyj<k.

Definicién 1.3.32. Sea C una categoria y sea A es un conjunto dirigido y (X;);c n una familia de objetos
en C indezadas por A y para cada i,j € A con i < j, sea fi;j : X; — X; un morfismo. (X;, fi;) es un
sistema directo en C si se cumple:

w fii =1x,, para cada i € A.

v fir = fjro fij, para cada i,j,k € A coni < j <k.

Dado un sistema directo (X;, f; ), definamos

X, fij) = { (X, {¢; : X; — X}): X €Cyparacadai,j€ Aconi<j, ¢ =, ofi)j}.

Definicién 1.3.33. Sea (X;, f; ;) un sistema directo de una categoria C. Un par (X, {¢:}) € Q(X;, fi ;) se
llama limite directo de (X, f; ), si cumple la siguiente propiedad universal: Para cada par (Y, {i;}) €
QX 4, fij), existe un unico morfismo v : X — Y tal que para cada i < j (en A) el siguiente diagrama

conmuta:

X, —Tw X,

Sabemos que cuando el limite directo de un sistema directo existe, entonces es inico salvo isomorfismos.

Ahora, si (X, f; j) es un sistema directo y el limite directo de este sistema existe, entonces lo denotaremos
como:

lim (X;) = Tim (X;)

i€EA

Consideremos un sistema directo (M;, cy; ;) en A-Mod. Y sea

M= || (M {i}).

1EA
La siguiente relaciéon ~ en M es de equivalencia:
(z,4) ~ (y,7) en M < existe k € A tal que i <k, j<kyar(r)=oa;ry).

La relaciéon ~ nos permite darle a X = M / ~ estructura de A-médulo izquierdo con las siguientes
operaciones: sean [(z,%)],[(y,j)] e X x X ya € A

Suma: [(z, )] + [(y,5)] = [(@ir(2) + jx(y), k)], donde i,j < k.
Producto: a - [(z,i)] = [(az,1)].
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Esto es (X, +,-) € Obj(A-Mod). Ahora, para cada i € A sea ¢; : M; — X dado por ¢;(x) = [(x,1)].
Tenemos que ¢; es un A-homomorfismo. Y para cada 4,5 € A con ¢ < j se tiene que ¢; = ¢ 0 a; 5, en
otras palabras (X, {¢;}) € Q(M;, {a; ;}). De hecho, (X,{¢;}) es el limite directo de (X;, o ;), esto es,

X = lim(M;)

Observacién 1.3.34. Cada elemento en X tiene la forma [(x,1)] para algin i € A, es decir, ¢;(x) =
[(z,1)], = € M;. Diremos que x representa a [(x,1)].

B Ejemplo 1.3.35. Sea --- — M, f—_1> M, f—) M;y1 — -+ una sucesion de A-homomorfimos,

donde i € Z. Sabemos que (Z,<) es un conjunto dirigido donde < es el orden usual. Ahora, para cada

i,j € Z coni < j sea fij:= fj_10---0f; sii#jysii=j, entonces fi; = idng. El par (M;, M; ;)

es un sistema directo, pues si 1 < j < k, entonces fip = fr—10---fjofj_10---0ofi= fjro fij. Porlo

tanto, el limite directo h%li existe y es A-maodulo izquierdo, donde para cada i € Z, ¢; : M; —> @Mz
ieZ

esta dado ¢;(m;) = [(my,1)]. Se llamard limite directo asociado a la sucesidn.

Observacién 1.3.36. Si [(m;,1)] € lingi, entonces para todo k > i se cumple que

[(ms, )] = [(fir(mi), k)],
pues fik(mi) = fer(fir(ms)).

B Ejemplo 1.3.37. Sea --- — A; 4 f—_1> A; f—) Aiv1 — -+ una sucesion de homomorfismos de
anillos. Entonces li_r)nAi € Z- Mod es un anillo con producto * : hﬂAi X h_r)nM, — hgle dada por:

€L

(@i, )] % [(24,9)] = [(fix(w:) fjh(z;), k)] dondei <k yj<k

21



22



Capitulo

Teorias de torsion y prerradicales

El estudio y anélisis profundo de la teoria de torsién requiere una exploracién exhaustiva de las fuentes
y referencias pertinentes. En el caso que nos ocupa, la investigacion se ha enriquecido gracias a la consulta
de diversas fuentes de renombre. Entre ellas, destacan como referencia principal [10] al igual que [3],
[4], [5], [6] ¥ [8], las cuales proporcionan una visién comprensiva y detallada sobre el tema en cuestion.
Estos estudios han aportado perspectivas variadas y enriquecedoras que contribuyen significativamente al
entendimiento global del asunto abordado. En este capitulo se exponen los conceptos y resultados esenciales
que son tanto necesarios como suficientes para comprender la investigacién doctoral, especialmente en lo
que respecta a establecer la notacion que se empleard al usar estos conceptos.

2.1. Prerradicales y teorias de torsién

Definicién 2.1.1. Un prerradical sobre A-Mod es una asociacion r : A-Mod — A-Mod tal que
(1) Para todo M € Obj(A-Mod), r (M) < M.
(2) Si f € Homa (M, N),entonces f (r(M)) <r(N).

Denotaremos a la clase de prerradicales como A-pr = {r : r es prerradical}

Proposicién 2.1.2. Sear € A-pr. Si{Mu},cn es una familia de A-médulos izquierdos, entonces,

Definicién 2.1.3. Dado una coleccion {r;};c; de prerradicales sobre A- Mod, consideramos las siguientes
asignaciones para cada M € A- Mod:

(V) 0= Tonaan
(/\ ri> (M) = [\ ri(M).

A-pr es una gran reticula completa. A cada r € A-pr le asociaremos dos clases de A-mddulos
izquierdos.
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(a) Ty :={M €4 Mod : r(M) = M}
(b) F, :={M €4 Mod : (M) =0}

Definicién 2.1.4. Dada una clase C C A-Mod. Se dice que C es cerrado bajo
(1) monomorfismos, si N € C y M — N, entonces M € C.
(2) epimorfismos, si M € C y M — N, entonces N € C.

(3) sumas directas, si {M;} entonces GBMz ecC.

icl

iel’

(4) productos directos, si {M;} entonces HMi ecC.

iel

iel’

(5) extensiones, si 0 — M — K — N — 0 sucesion exacta y M,N € C, entonces K € C.

Definicién 2.1.5. Dada una clase C C A-Mod. Se dice que;

1) C es de pretorsion si es cerrado bajo epimorfismos y sumas directas.

2) C es pre-libre de torsidn si es cerrado bajo monomorfismos y productos directos.

3) C es de torsion si es de pretorsion y cerrado bajo extensiones.

(1)
2)
3)
(4)

C es de libre de torsion si es pre-libre de torsion y cerrado bajo extensiones.

Definicién 2.1.6. Sea C C Obj (A- Mod) y M € Obj (A- Mod), definimos la traza de M como:

Tre(M) =) > Im(f)=> {Im(f): f € Homy (C,M),C €C}.

CeC feHom4 (C,M)

Definicién 2.1.7. Sea C C Obj (A- Mod) y M € Obj (A- Mod), definimos el rechazo de M como:

Reje (M) = ﬂ m Nu(g):ﬂ{Nu(g) : g € Homy (M, C),C € C}.
CeC geHom 4 (M,C)

Proposicién 2.1.8. Trc,Rej, € A-pr.

Definicién 2.1.9. r € A-pr se llama idempotente si para todo M € Obj (A- Mod), r(r(M)) =r(M) y

se llama radical si para todo M € Obj (A- Mod), r (%) = 0.

Definicién 2.1.10 (Dickson, 1964). Una teoria de torsion sobre A-Mod es una pareja (T,F) tales que
T,F C Obj(A- Mod) y cumplen:

1) TNF =0,

3

(1)

(2) T es cerrado bajo epimorfismos.
(3) F es cerrado bajo monomorfismos.
(4)

4) Para cada M € Obj(A- Mod), existe 0 — N — M — L — 0 sucesion exacta, con N € T y
LecF.
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Proposicién 2.1.11. Una pareja (T,F) tales que T,F C Obj (A- Mod) es una teoria de torsion si y solo
St

(1) Para cada M € T,N € F, Homy (M, N) = 0. (Ortogonalidad 6 independencia homoldgica).
(2) T,F son cerrados bajo isomorfismos.

(3) Para cada M € Obj(A- Mod), existe 0 — N — M — L — 0 sucesion ezacta, con N € T y
LeF.

Definicién 2.1.12. Dada C C Obj (A- Mod), se define las siguientes clases de mddulos:
e R(C)={N € A-Mod :VC € C,Homy4 (C,N) = 0},
e L(C)={M € A-Mod :YC € C,Hom, (M,C) = 0} .

Proposicién 2.1.13 (Definicién alternativa de teoria de torsién). Una pareja (T,F) tales que T,F C
Obj (A- Mod) es una teoria de torsidn si y solo si

(1) R(T) =F,
(2) L(F)=T.

Proposicion 2.1.14. Los operadores R y L tienen las siguientes propiedades:
1) Para cada C C A- Mod, C C LR(C),
2) Para cada C C A- Mod, C C RL(C),

3) LRL =L, es decir, VC C A-Mod, LRL (C) = L(C),

(1)

(2)

3)

(4) RLR = R, es decir, ¥ C C A- Mod, RLR(C) = R (C),

(5) R invierte el orden: C,D C A-Mod [C CD = R(D) C R(C)],
(6) L invierte el orden: C,D C A-Mod [C CD = L (D) C L(C)],
(7) (LR(C),R(C)) es teoria de torsion (generado por C),

(®)

8) (L(C),RL(C)) es teoria de torsidn (cogenerada por C).

Proposicién 2.1.15. Si (T,F) es una teoria de torsion, entonces:
(1) T es una clase de torsion.

(2) F es una clase libre de torsion.

Proposicién 2.1.16. (1) Si T es una clase de torsion, entonces LR (T) =T.

(2) SiF es una clase de torsion, entonces LR (F) =F.

Corolario 2.1.17. Dadas T,F C A- Mod:

(1) T es una clase se torsion si y solo si existe D C Obj(A-Mod) tal que (T, D) es una teoria de
torsion.

(2) F es una clase se torsion si y solo si existe C C Obj (A- Mod) tal que (C,F) es una teoria de torsion.
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Proposicién 2.1.18. Si (T, F) es una teoria de torsion, entonces Trr = Rejp y en particular es un radical
idempotente.

Proposicién 2.1.19. Sir es un radical idempotente, entonces (T,,F,.) es una teoria de torsion.

Proposicién 2.1.20. Para r € A-pr son equivalentes:
(a) T es exacto izquierdo.
(b) Para todo M € Obj(A-Mod) y N < M, r(N)=Nnr(M).

(¢c) r es idempotente y T, es cerrado bajo monomorfismos.

Lema 2.1.21. Si r es radical y N < M con M € Obj(A-Mod) es tal que N < r(M), entonces
r(M/N)=r(M)/N.

Corolario 2.1.22. Hay una correspondencia biunivoca entre prerradicales exactos izquierdos y clases de
pretorsion hereditarios (cerrados bajo monos).

Proposicién 2.1.23. Para r € A-pr las siguientes son equivalentes:
(a) r preserva epimorfismos.
(b) Para cada M € A-Mod, r(M) =r(A)M.
(¢) 7 es radical y F, es cerrada bajo epimorfismos (es cohereditaria).

A los radicales que cumplen esto se les llama t-radicales.

Proposicién 2.1.24. Dada una teoria de torsion (T,F) son equivalentes:
(a) T es hereditaria, es decir, es cerrada bajo monomorfismos.

(b) F es cerrada bajo cdpsulas inyectivas.

Proposicién 2.1.25. Dada una teoria de torsion T = (T,F) son equivalentes:
(a) T es hereditaria.

(b) Eziste un A-mddulo inyectivo Q tal que T = (L(Q), RL(Q)) (donde L(Q) := L({Q})).

Proposicion 2.1.26. Para dos A-mddulos inyectivos Q1, Q2 son equivalentes:
(a) L(Q1) = L(Q2).
(b) Q1 y Q2 se cogeneran mutuamente, es decir:

Q2 cogenera a Qq : existe Q1 — Q§

Q1 cogenera a Qs : existe Qo — QY
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2.2. Filtros lineales y filtros de Gabriel

Definicién 2.2.1. Sea £ C Z(A) no vacio. L es un filtro lineal si cumple lo siguiente:
(1) SiI,J€Z(A) conI <Jyle€L, entonces J € L.
(2) SiI,JeL, entonces INJ € L.
(3) SileL,ac A, entonces (I:a) € L.

donde (I :a)={x € A:xza €I} =ann(a+ 1) es el ideal trasladado de I a través de a.

Proposicién 2.2.2. Dado un filtro lineal L, la clase Ty, = {M :Vm € M,ann (m) € L} de A-mddulos es
de pretorsion hereditaria.

Proposicién 2.2.3. Dada una clase de pretorsion hereditaria T, la familia Lr = {I € Z(A): A/I € T}
es un filtro lineal.

Proposicion 2.2.4. Las asignaciones:

¢ :A-fil — A-pretorh, dada por (L) = Tg,
1 :A-pretorh — A-fil, dada por ¢ (T) = Lr,

son inversos entre si y por tanto, constituyen una correspondencia biunivoca.

Observaciones 2.2.5. (a) Dichas asignaciones son morfismos de COPOS (preservan el orden de la
contencion) y por lo tanto, isomorfismos de COPOS.

(b) Como A-fil es un conjunto, pues A-fil C P (P(A)) que es un conjunto y por lo tanto A-pretorsh
también es un conjunto, con la misma cardinalidad y también A-preradh.

Definicién 2.2.6. Sea £ C Z(A) no vacio. G es un filtro de Gabriel (topologia de Gabriel) si cumple
lo siguiente:

(1) SiI€G,ac A, entonces (I:a)€g
(#4) SiI,J €Z(A) tales que I € G y para cada a € I, (J :a) € G, entonces J € G

Proposicion 2.2.7. Todo filtro de Gabriel es filtro lineal.
Proposicién 2.2.8. Si L es un filtro de Gabriel, entonces Ty es una clase de torsion hereditaria.

Proposicién 2.2.9. Si T es una clase de torsion hereditaria, entonces Lt es un filtro de Gabriel.

Se concluye que existe una correspondencia biunivoca (isomorfismo de copos) entre filtros de Gabriel
y clases de torsién hereditarias y por lo tanto radicales exactos izquierdos y teorias de torsién hereditarios
y clases de equivalencias de médulos inyectivos y clases de torsion cerrados bajo cdpsulas inyectivos.
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Capitulo

Modulos de cocientes sobre filtros de Gabriel

El propésito exclusivo de este capitulo es proporcionar una descripcion detallada del origen del proyecto
de investigacion. Para lograrlo, se aborda cada etapa de manera exhaustiva. Aunque es posible condensar
este contenido de manera significativa, se opté por incluirlo en este trabajo dada la ausencia de literatura
especifica que aborde la construccién detallada de este proceso. Asimismo, se puede considerar como una
contribucién a la diddctica de este tema. Sin embargo, la referencia principal de este capitulo es [10].

3.1. Anillo de fracciones

Con el proposito de estimular la comprension del concepto de anillo de fracciones, consideremos y
mantengamos presente el proceso de construccion del conjunto de los nimeros racionales Q.

3.1.1. Campo de fracciones de Z

Sea S :=Z\ {0}. Definamos en S x Z la siguiente relacién:

(s,a) « (t,b) <= at —sb=0.

Proposicion 3.1.1. « es una relacion de equivalencia.

Dem.
Sean (s, a), (t,b), (u,c) € S x Z.

(2) En Z, as — sa = 0, entonces (s,a) - (s,a). Por lo tanto, « es reflexiva.

(#i) Supongamos que (s,a) « (t,b). Entonces at — sb = 0. Como Z es conmutativo se sigue que bs — ta =
—(at — sb) = —0 = 0, esto implica que (¢,b) -~ (s,a). Por lo tanto, « es simétrica.

(#i7) Supongamos que (s,a) « (t,b) y (£,b) « (u,c). Entonces at = sb y bu = tc. Por se Z conmutativo se
sigue que (au)t = (ua)t = u(at) = u(sb) = (us)b = (su)b = s(ub) = s(tc) = s(ct) = (sc)t

= tlau—sc) =0 = au=sc (pues, t #0) = (s,a) (u,c)
Por lo tanto, « es transitiva.
De (i), () y (i4i) se concluye que «~ es una relacién de equivalencia.

Q.E.D

Ahora, definamos Q := S x Z/ «, es decir, Q es el conjunto de clases de equivalencia de S X Z
. s .z a .
mediante la relacién «. Por convencién, cada [(s, a)] € Q generalmente se denota como —. El conjunto Q

tiene estructura de anillo con las siguientes operaciones: +, - : Q x Q — Q donde,
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= [(s,a)] + [(t,b)] := [(st, at + sb)],

= [(s,a)] - [(£,0)] := [(st, ab)].

Esto es, (Q,+,-) es un anillo. M&s atn, (Q, +, ) es un campo. Durante la construccién de Q a partir
de Z nos damos cuenta que las propiedades de Z y del conjunto S = Z \ {0} fue lo que permitié hacer la

construccién de QQ y estas propiedades no dependen estrictamente de los conjuntos que hemos elegido, las
propiedades son las siguientes:

= 7 es un anillo.
= 1€ Syparacadaz,y€ S, zy € S.

Estas caracteristicas nos permiten dar un primer salto a los anillos conmutativos, ademas de introducir
el concepto general de conjunto multiplicativo.

Definicién 3.1.2. Sea A un anillo (no necesariamente conmutativo) y S C A. Diremos que S es un
conjunto multiplicativo si se cumple:

(a) 1€ 8
(b) Para todo x,y € S, xy € S.

3.1.2. Anillos de fracciones sobre anillos conmutativos

Dado un anillo conmutativo A y S C A un conjunto multiplicativo, definimos en S x A la siguiente
relacién:

(s,a) « (t,b) <= existe u € S tal que u(at — sb) = 0.

Proposicion 3.1.3. « es una relacion de equivalencia.

Dem.
Sean (s, a), (t,b), (f,e) € S x A.

(1) Dado que para toda u € S, u(as — sa) = 0, pues A es conmutativo. Entonces (s, a) « (s,a). Por lo
tanto, « es reflexiva.

(#4) Supongamos que (s,a) « (t,b). Entonces existe u € S tal que u(at — sb) =0y
u(at — sb) = 0 = uat = usb = usb —uat = 0 = u(sb — at) = 0.
Esto implica que (¢,b) « (s,a). Por lo tanto, -~ es simétrica.

(#i7) Supongamos que (s,a) « (¢,b) y (¢,b) « (f,e). Entonces existen u,u’ € S tales que u(at) = u(sb) y
u'(bf) =/ (te). Y por ser A conmutativo y S multiplicativo se sigue que:

wu't(af) = o' fu(at) = o' fu(sb) = usu'(bf) = usu'(te) = uu't(se).

Implica que
wu't(af —se) = 0= (s,a) « (f,e).

Por lo tanto, « es transitiva.
De (i), (i4) y (4i7) se concluye que «~ es una relacién de equivalencia.
Q.E.D
Consideremos el conjunto cociente [S™']A := Ax S/ «~. Por convencién, a veces cada [(s,a)] € Ax S se

denota como %. Ahora, en [ST1] A definamos las siguientes operaciones: +, - : [STAx[S7A — [ST1A,

dadas como;
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o [(s,a)] + [(£,B)] = [(st, at + sD)],
= [(s,a)] - [(£,5)] = [(st, ab)].

Observacién 3.1.4. Para todo s € S, [(s,5)] = [(1,1)] v [(s,0 } =[(1,0)]. Esto es porque, (s1 —sl1) =0,
es decir, (s,8) «~ (1,1), para cada s € S, andlogamente 0(1) s(0) =0, as? que [(s,0)] = [(1,0)].

Proposicién 3.1.5. Sea A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo. ([S’l] A+, ) es un
anillo con elemento unidad 1 = [(1,1)] y neutro 0 = [(1,0)].

Dem.
Sea A un anillo conmutativo y S un conjunto multiplicativo.

(a) Veamos que + esta bien definida. Con este fin, sea [(s,a)] = [(s',a’)] ¥ [(¢,0)] = [(¥/,V’)]. Tenemos
que
(s,a) v (s',a") y (t,b) «~ (¢, V).
Esto implica que existe u,u’ € S tales que u(as’ —sa’) = 0 =/ (bt' — tb’). Y por ser A conmutativo,
se tiene para + que:

ut' ((at + sb)s't’ — st(a't' + s'V')) = wu'((as’ — sa')tt' + (bt' — tb')ss’)
= u'u(as’ — sa’)tt' + uu’ (bt — tb')ss’ = 0.
Se sigue que, (st,at + sb) « (s't',a’t’ + s'V'), es decir, [(st,at + sb)] = [(s't/, a’t’ + s'V')].
Para - tenemos:
u' (abs't’ — sta'b') = uu/(abs't’ — sa’bt’ + sa'bt’ — sta't’)
= ut/((as’ — sa’)bt' + (bt' — tb')sa’)
= v'u(as’ — sa’)bt’ + uu'(bt' — tb')sa’ = 0.

Se sigue que (st,ab) « (s't',a’'V’), es decir, [(st,ab)] = [(s't',a’")]. Por lo tanto + y - estdn bien
definidas.

(b) Veamos que (A, +) es un grupo abeliano con neutro [(1,0)]: sean [(s,a)],[(t,b)],[(v,c)] en [ST1] A.

(i) Veamos que + es asociativo.
[(s,a)] + ([(&, )] + [(v, 0)]) = [(5,0)] + [(tv, bv + te)] = [(s(tv), altv) + s(bv) + s(tc))]
[((st)v, (at)v + (sb)v + (st)c)] = [(st, at + sb)] + [(v, c)]
([(s,@)] + [(£,)]) + [(v; €)]-

Por lo tanto, + es asociativo.
(#4) Mostremos que [(1,0)] es el elemento neutro. Tenemos:
[(s,a)] +[(1,0)] = [(s1, a1 + s0)] = [(s,a)] vy [(1,0)]+[(s,a)] = [(1s,0s + 1a)] = [(s,a)].
Por lo tanto, [(1,0)] es el elemento neutro.

(iii) Ahora, veamos que [(s, a)] tiene inverso aditivo. Dado que:
[(s,a)] + (s, —a)] = [(ss,as — sa)] = [(ss,0)] = [(1,0)]
y
[(s, =a)] + [(s,a)] = [(ss, —as + sa)] = [(ss,0)] = [(1,0)],

se concluye que [(s,a)] € [S™!] A tiene inverso.
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De (a), (i), (i1) y (iii) se sigue que (A, +) es un grupo abeliano.

(¢) Veamos que (A4, -) es asociativo.

[(s, @)]([(£, )] [(v, 0)]) = [(5, )] [(tv, be)] = [(s(tv), a(be)] = [((st)v, (ab)c)]
[(st, ab)][(v, )] = ([(s, a)][(£, B)])[(v, 0)].

Por lo tanto, (A, -) es asociativo.

(d) Mostremos que - es distributiva respecto a +.

(1) Distributividad por la izquierda:

[(s, )] ([(£,0)] + [(v, ©)]) = [(5, @)][(tv, bv + te)] = [(s(tv), a(tv) 4 (bv)s + (tc)s)]
[((st)v, (at)v + (sb)v + (st)c] = [(st, at + sb)][(v, ¢)]
([(s,0)] + (£, D)]) [(v, €)].

(2) Distributividad por la derecha:

([(s; )] + [t )]) [(v, )] = [(st. at + sb)][(v, )] = [((st)v, (at)v + (sb)v + c(st)]
[(s(tv), a(tv) + s(bv) + s(ct))] = [(s, a)][(tv, bv + tc)]
[(s, )] ([(£, )] + [(v, 0)])-

Por lo tanto, - es distributiva respecto a +.

(e) Finalmente veamos que (4, -) tiene unidad. Tenemos:

[(LD]-[(s,0) = [(1s,1a)] = [(s,0)] vy [(s,0)]-[(1, )] = [(s1,al)] = [(s, a)].

Por lo tanto, [(1,1)] es la unidad en [S™!] A.
De (a), (b), (¢), (d) y (e) se concluye que (A, +,-) es un anillo con unidad.

Q.E.D

Proposicion 3.1.6. Sea A anillo conmutativo y S conjunto multiplicativo de A.

(1) La funcion ¢ : A — [S7YA dada por ¢(a) = [(1,a)] es un homomorfismo de anillos y cada
elemento [(s,a)] € [ST] A es igual a ¢(s) " p(a).

(2) Para todo s € S, p(s) es invertible en [ST1]A.

(3) Nu(p) ={a € A: existe s € S tal que sa = 0}.

Dem.
1) Sean a,b € A. Tenemos que
( ) ) que,

o p(1)=[(1, D] =1
e plat+b) =[(La+d)]=I[1,a)]+[10)] =)+ @(b)
* p(ab) = [(1,ab)] = [(1,a)] - [(1,0)] = @(a)p(b).
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Se sigue que ¢ es un homomorfismos de anillos. Y si [(s,a)] € [S™'] A , entonces
[(s,a)] = [(s, D][(1,0)] = (s) ™ (a).
(2) Sea s € S.
[(s, D] - (s) = [(s, D] - [(1, 8)] = [(s1, 1s)] = [(s, 5)]
= [(1s,s1)] = [(1,5)] - [(5,1)]
= @(s) - [(s, 1)].
Por tanto, para cada s € S, ¢(s) es invertible en [S™1]A.
(3) Ahora,
Nu(p) ={a€ A:p(a) =[(1,0)]} = {a € A:[(1,a)] = [(1,0)]}
={a€A: existe s€S tal que s(al —1(0)) =0}
= {a € A: existe s €S tal que sa = 0}.

Q.E.D

Proposicién 3.1.7. Sean A un anillo conmutativo y S C A conjunto multiplicativo. [Sfl] A tiene la
siguiente propiedad universal. Para cada anillo B y cada v : A — B homomorfismo tal que ¥(S) C U(B),
ezriste un unico homomorfismo o : [S‘l] A — B tal que el siguiente diagrama conmuta:

Dem.
Sean A, B anillos con A conmutativo, y sea S C A conjunto multiplicativo de A y ¢ : A — B ho-
momorfismo, tal que (S) C U(B). Consideremos la siguiente operacién o : [S’_l] A — B dada por

a([(s,a)]) = ¥(s)~t(a), para cada [(s,a)] € [S‘l} A.

Veamos que o estd bien definida. Para ello, sean [(s,a)] = [(s, a")], tenemos:

(s,a) « (s',a') & existe ue S tal que u(as’ —sa’) =0

& Y(u) (Y(as) —1p(sa’)) = 0.

Se sigue que o([(s,a)]) = o([s',a’]). Por lo tanto, o estd bien definida.

Veamos que o es un homomorfismo de anillos. Con este fin, sean [(s, a)], [(£,b)] € [S7!] A.
o([(1, 1)) =9(1)~ (1) =1
e Por conmutatividad en A y la distributividad en B, se tiene que:

o (l5,0)) + [(:8)) = (st + sb)) = ¥(st) ot + st
(1)~ b(at) + (st) " (s)

(

(

s) () T (6w (a) + ()T ()T e (s)w(b)
s)Hp(a) + () T (b)

) = o(((s,a)]) + o ([(£,0)]).

g
G
G
(@

Se concluye que, o([(s,a)] + [(¢,b)

33



e Por conmutatividad de A y que ¥(S) C U(B) se sigue;

a([(s,a)l[(,0)]) =

,  pues, [(Stvat)} = [(Sva)]

Por tanto, o([(s, a)][(t,0)]) = o([(s,a)])a([(¢, b)]).
Se sigue que 1 es un homomorfismo. Ahora para cada a € A, tenemos:
o(p(a)) = o([(1,a)]) = ¥(1)~"¥(a) = ¥(a).
Es decir, oo ¢ = 1.

Finalmente veamos que o es unico, para ello sea 7 : [S _1] A — B homomorfismo tal que 70 ¢ =4
y sea [(s,a)] € [S™!] A, entonces

Por lo tanto, o = 7, es decir, ¢ es tinico con dicha propiedad.

Q.E.D

Teorema 3.1.8. Sea A un anillo conmutativo, S un conjunto multiplicativo. Si B es un anillo y 1 :
A — B es un homomorfismo de anillo tale que:

(1) ¥(8) C U(B),
(2) Para cada b € B es de la forma ¢ (s)" 1 (a) para cierto s € S y a € A,
(3) Nu(v) ={a€ A: existe s € S tal que sa = 0}.

entonces [ST'| A= B

El teorema previo nos dice que el anillo de fracciones [S _1} A queda totalmente determinado por las
tres propiedades previas y por supuesto por su propiedad universal.

3.1.3. Anillos de fracciones sobre anillos no conmutativos

Para extender la idea anterior a anillos no conmutativos, fijémonos en las propiedades de ¢ y su
propiedad universal. Definimos un anillo de fracciones (izquierdos) de un anillo A (no conmutativo).

Definicién 3.1.9. Sea A un anillo y S C A un conjunto multiplicativo. Definiremos un anillo de fracciones
(izquierdo) de A con respecto a S como un anillo 2 junto con un homomorfismo de anillo ¢ : A — 2
que satisfacen lo siguiente:

(1) ¢(S) cU®).
(2) Cada elemento en A tiene la forma ¢(s) t¢(a) con s € S ya € A.

(3) Nu(p) ={a € A: existe s€ S tal que sa = 0}.

Cuando existe este anillo de fracciones cumple la siguiente propiedad universal:
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Proposicién 3.1.10 (Propiedad universal del anillo de fracciones). Sea A anillo y S conjunto
multiplicativo. Si existe un anillo de fracciones 2, entonces para cada B anillo y b : A — B homomor-
fismo de anillos tal que ¥(S) C U(B), eriste o : A —> B homomorfismo de anillos tal que el siguiente
diagrama conmuta:

h

©

LB

—

2

Dem.
Supongamos que existe un anillo de fracciones 2. Sea B anillo y ¢ € Hom(A, B) tales que (S) C U(B).
Por el inciso (2) de la Definicién 3.1.9 se sigue que para cada = € 2, existe a, € A, s, € S tales que
x = ¢(s2) t¢(ay). Definamos la siguiente funcién o : 2 — B dada por o(z) = 9(s,) 't (a,) para todo
z el

(a) Veamos que o estd bien definida: sea z € 2 y supongamos que z = ¢(s,) to(az) = o(s.,) Lp(al).
Asi, tenemos que ¢(a;) = ©(s:)0(s,) Tp(al). Como p(s;)p(s,)~! € 2, por el inciso (2) de la
Definiciéon 3.1.9, se sigue que existen b, € A y t, € S tales que:

p(s2)p(sy) " = (ta) " o(ba).
Esto implica:

(I) o(ty)p(sz) = @(by)p(s,). Esto implica que ¢(t, s, — bysl) = 0, asi t,s, — bys), € Nu(p). Por
tanto, existe u, € S tal que pyty Sy = ppbysh,.

() ¢(az) = @(tz) o (bs)p(al). Implica que ¢(t;)p(az) = @(bs)e (a ), ast p(tzaz —beay) =0, e.d.
tza; — bral, € Nu(yp). Por tanto, existe A, € S tal que \tza, = \;bal.

De (I) y (II) se sigue que ¢(pztzSy) = W(iabesh) v W (Aztpasr) = (Agbzal,). Por hipétesis 1(S) C
U(B), de manera que ¥(s;), (L), ¥(tz), ¥(pz), Y(Az) son invertibles en B pues Sy, Sh,ta, Ay, iz €
S. Asi;

= (b)) = Y(ta)¥(sa)(s,) " ¥ Y(ta)¥(az) = (bs)(al)
= P(ta)¥(as) = Y(ta)¥(s2)(sy) " W (ay)
= W(s2) " W(as) = U(sh) T (ay)

Por tanto, o estd bien definida.
(b) Veamos que o es homomorfismo de anillos: con esta finalidad, sean z,y € 2. Existen 5,8’ € S’y
a,a’ € A tales que x = ¢(s) " Tp(a) y y = ¢(s') " Lp(d):

(1) Tenemos z +y = ¢(s) " p(a) + p(s’') "Lp(a’). Por el inciso (2) de la Definicién 3.1.9 se sigue

que existe t € S, b € A tales que p(t) " lp(b) =z +y
= o) = et)p(s) " p(a) + p(t)e(s)  p(a).

De nuevo, por el inciso (2) de la Definicién 3.1.9 se sigue que existen t',t” € Sy a’,a” € A tales
que o(t)"rp(a') = e(t)p(s)"t y ") Lo(a”) = p(t)p(s’) L. Asi, existen A\, u € S tales que
Ad’'s = Mt y pa’s’ = pt”’t. De manera que 1/)( Np(s) = (Y (t) y w(a )y ( ") = (" )Y(t).
Esto implica que ¥(t')~!¢(a’) = Q/J(t)w(s) y (") 1p(a”) = P(t)y(s’)L. Por otro lado,
o(b) = () (@ )p(a) + (") ol )p(a)

(
= o(t)e(b) = p(a’)p(a) + o(t)p(t") " p(a")e(a’).

Existe t”/ € Sy @’ € A tales que p(t"")"Lp(a™) = (' )p(t") L. Se sigue que existe n € S, tal
que

77a///t// — nt//lt/ = ,l/}(alll)w(t/l) — ,l/}(tlll)w(t/) = 1/)(15//’)711,/1((1’//) — ,l/}(tl)w(tll)fl
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Ademds, p(t"'t'b) = p(t""d'a) + p(a"a"a’) = (t""a’a + a"a"a’), se sigue que existe § € S tal
que
§t///t/ — 5(t///a/a+a///a//a/)

= P(b) = ¢(t)"Md(a )y (a) + ()T ") T (@) (a" ) ()

= P(b) = ()9 (s) " P(a) + D)y (s") T Ho(a).
Por tanto, o(z +y) = ¥(t) "1 (b) = ¥(s)"¥(a) +U(s) " P(d) = o(z) + o (y).

(2) 2y = @(s)"to(a)p(s)to(a’), existe t € S, y b € A tales que p(a)p(s’) ™1 = o(t) " Lo(b)
= o(ay) = o(p(ts) p(ba’)) = p(ts) " (ba’) = (s) "1 (t) " (b)Y (a)

Como ¢(t)p(a) = p(b)p(s’), entonces existe A € S tal que Ata = A\bs', asf (a)(s')~! =
()~ (b). En consecuencia,

o(zy) = ¥(s) " M(a)v(s)) "M (a’) = a(z)o(y)-
(3) Como 1 = p(1)~ty(1), entonces o(1) = (1) 1(1) = 1.

De (1), (2) y (3) se concluye que o es un homomorfismos de anillos.

(¢) Finalmente veamos que o es Unico y o o ¢ = 1. Sea a € A, tenemos.

0 p(a) = o(p(a) = o(1-p(a)) = o(p(1) " v(a) = (1)~ ¥(a) = ¥(a).

Por lo tanto, o o ¢ = 9.
De (a), (b), (c) se concluye lo deseado.
Q.E.D

Sabemos que si existe un anillo de fracciones 2, entonces es Unico salvo isomorfismos. Sin embargo, en
esta ocasién vamos a demostrar esta afirmacion.

Proposicion 3.1.11. Sea A un anillo y S un subconjunto multiplicativo. Si existe un anillo de fracciones
A (con respecto a S), entonces es unico salvo isomorfismos.

Dem.

Supongamos que existe (A’,¢’) anillo de fracciones. Sea (A”, ") otro anillo de fracciones. Por la Pro-
posicién 3.1.10 se sigue que existen dnicos o’ € Hom(A’, A”), ¢’ € Hom(A"”, A") tales que los siguientes
diagramas conmutan:

A ar A
l / l / (I)
A

Ahora, por la Proposicién 3.1.10, existen tnicos g € Hom(A’, A’), h € Hom(A”, A”) tales que los siguientes
diagramas conmutan:

A @’ A’ o’ n o A’ A
II
/| / / ()
A

" "

Asi, de (I) se tiene que o’ o ¢/ = " y 0" 0 ¢"” = ¢'. De (II) se tiene que 0’ oo’ o’ = goy'y
o'oc” 0" = hoy". De las dos primeras igualdades se sigue que 0" oo’ o’ = 0”0 (0’ 0p’) =" 0" = ¢/,
de manera similar se tiene que o’ o ¢’ o " = ¢”’. De manera que tomando g = ¢” oo’, g = ida y
h =00 oc”, h = ida~ los diagramas correspondientes en (II) conmutan. Por la unicidad de g y h, se
concluye que 0" oo’ =idy y 0’ 0o ¢” =idy, en consecuencia A’ = A”.

A//
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Q.E.D

En virtud de la Proposicién 3.1.11, dado un anillo A y S subconjunto multiplicativo de A, denotaremos
al anillo de fracciones izquierdo respecto a S como [S~!]A siempre que exista. El siguiente teorema nos
proporciona las condiciones necesarias y suficientes para saber la existencia del anillo de fracciones.

Lema 3.1.12. Sea A un anillo y S un subconjunto multiplicativo de A. Si [S‘l] A existe, entonces S
satisface:

(S1) Vae AyV seS, setiene que AsNSa # ()
(S2) Vae AyV seS conas=0, implica que existe t € S tal que ta = 0.

Dem.

Supongamos que [S 1] A existe. Sean a € A, s € S. Veamos que se satisface (.91 ). Tenemos que ¢(a)p(s) "t €
[ST1]A, pues ¢(s) tiene inversa. Por (2), de la Definicién 3.1.9 se sigue que existen a’ € A, s’ € S tales
que o(s')"rp(a') = p(a)p(s)~L. Asi, p(a’s) = p(s'a), esto es, a’s — s'a € Nu(y). Por el inciso (3) de la
Definicién 3.1.9 existe t € S tal que (ta’)s = (ts')a, de manera que As N Sa # 0. Por lo tanto, (S1) se
cumple. Ahora, veamos que (S3) se cumple. Supongamos que as = 0, Entonces ¢(as) = ¢(a)p(s) = 0, asi
©(a) = 0. Por el inciso (3) de la Definicién 3.1.9 se sigue que existe t € S tal que ta = 0. Por lo tanto,
(S2) se cumple.

Q.E.D

Definicién 3.1.13. Un conjunto multiplicativo S de A que cumple con (S1) y (S2) se llama conjunto
denominador (izquierdo).

Observacion 3.1.14. Hay conjuntos multiplicativos que no son conjuntos denominadores, por ejemplo
en Msy3(R) consideramos

1 00 0 0 0
S=<¢I3=10 1 0|, A=|1 1 1
0 01 0 0 0

Es fdcil verificar que es un conjunto multiplicativos, pero no es un conjunto denominador, pues para

1 0 1
B=|1 0 1
1 0 1
tenemos que
1 0 1110 0 O 0 0 O
BA=1|1 0 1|1 1 1{=1]0 0 0Of :=03.
1 0 110 0 O 0 0 O

0 0 O
Pero I3sB=B #03 y AB= |3 0 3| #03, es decir, la condicién (S2) no se cumple.
0 0 O

A partir de aqui supongamos que S es un conjunto denominador izquierdo. Entonces, definamos en
S x A la siguiente relacién:

(s,a) ~ (t,b) <= existenc,d€ A talque cs=dteS y ca=dbe A

Proposicion 3.1.15. ~ es una relacion de equivalencia.

Dem.
Sean (s,a), (s',a’),(s",a") € S x A.
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(7) Claramente ~ es reflexiva y simétrica, se sigue de su definicién.

(i7) Supongamos que (s,a) ~ (s',a’) y (s',a’) ~ (s",a”). Entonces, existen b,b’,c, ¢’ € A tales que:
eba=ca €A, bs=cs €8.
ebd =cad"eA, Vs =cs"€eS.

Dado que (S7) se cumple, entonces A(cs’) N S(b's’) # 0, esto es, existe r € A y t € S tal que
res’ = tb's’, implica que (rc — tb’')s’ = 0 y por (S2) se sigue que existe [ € S tal que Ilrc = Itb'.
Ast, rbs = r(bs) = r(cs’) = tb's’ = t(c's") € S, en consecuencia:

o (Irb)a = (Ir)(ba) = (Ir)(ca’) = (Ire)d’
= (Itt)a’ = (It)(V'a') = (L) ('a”) = (ltd)a” € A
o (Irb)s = I(rbs) = l(t's") = (Itc')s" € S.
Por tanto (s,a) ~ (s”,a”), es decir, ~ es transitiva.

De (i) y (i4) se concluye que ~ es relacién de equivalencia.

Q.E.D

Observemos que para cada s € S, [(s,0)] = [(1,0)], pues (1)s = (s)1 € Sy (1)(0) = (s)(0), es decir,
(s,0) ~ (1,0). Ahora, consideremos & := S5 x A/ ~ 'y definamos en </ las siguientes operaciones:

» +: & x & — o definida como [(s,a)] + [(t,b)] = [(us, ua + vb)] donde us = vt € S.
v - X & — o definida como [(s,a)] - [(¢,0)] = [(ys,zb)] donde xt =yay y € S.

La condicién (S7) nos asegura la existencia de u € A y v € S en la suma (+) al igual que la existencia
de z € A, y € S en el producto (). Observemos que en la definicién de 4+ no estamos exigiendo que v y
ni u sean elementos de S.

Lema 3.1.16. (&7, +) es un grupo abeliano.

Dem.

(I) Sea [(s,a)],[(t,b)] € & yu € A, v € S tales que us = vb. Veamos primero que + no depende de
la eleccién de u y v. Para ello sean u,v,u’,v’ € A tales que us = vt,u's = v't € S. Por (S) se tiene
que A(us) N S(u's) # 0, por lo que existen z € A, y € S tales que z(us) = y(u's) € 9, se sigue que
(zu—yu')s =0y por (Sz) existe r € S tal que r(zu — yu') = 0, o equivalentemente rzu = ryu’. Por otro
lado, us = vt,u's = v't, entonces z(vt) = x(us) = y(u's) = y(v't) lo que implica que r(zvt) = r(yv't),
obteniendo asi que (rav —ryv’)t =0y por (S2) existe I € S tales que I(razv — ryv’) = 0 lo que equivale a
Irzv = lryv’. Resumiendo tenemos la siguientes igualdades:

e zus = yu's.
o rau = ryu’.

o rov = Iryv'.

Ahora,
(Irz)(us) = (Ir)(zus) = (Ir)(yu's) = (Iry)(uv's) € S, pues l,r,y,u's € S.
(Irz)(ua + vb) = (Irz)(ua) + (Irx)(vb) = l(rau)a + (Irzv)b = l(ryu’)a + (Iryv')b
= (lry)(v'a) + (Iry)(v'b) = (Iry)(u'a + v'b).
Se sigue que (us,ua + vb) ~ (u's,u'a + v'b), es decir [(us,ua + vb)] = [(u's,v'a + v'b)] lo cual prueba
lo deseado.

(IT) Veamos que + no depende de los representantes de las clases.

Para ello, sean [(s,a)] = [(s/,a’)], [(t,0)] = [(¢, V)] en & y sean u,v,c,d € A tales que:
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e us=vt€eS.
o ct=dt' € Sy cb=dl, pues (t,b) estd relacionado con (¢',b').
e es=fs' €S yea= fd, pues (s, a) estd relacionado con (s',a’).

Por (S7) se tiene que A(ct) N S(us) # 0, es decir, existen o € A, 7 € S tales que o(ct) = 7(us) € S,
pues 7,us € S. Dado que us = vt se sigue que o(ct) = 7(vt) y por (Sq), existe [ € S tales que loc = lTv.

Asi,

IT(ua 4 vb) = (It)ua + (It)va = (Itu)a + (ITv)b = (Itu)a + (loc)b
= (Itu)a + (lo)(cb) = (Itu)a + (lo)(dV') = (Itu)a + (lod)b’ (1)
(Iru)s = l(tus) = l(oct) = lo(ct) = lo(dt') = (lod)t' € S, pues I, Tus € S (ii)

Ahora, por (S7) se tiene que A(es) N S(ITus) # 0, es decir, existen § € Ay w € S tales que
d(es) =w(lTus) € S.
Por (S2) se sigue que existe k € S, tales que kde = kwiTu, asi,

(kwlT)(ua + vb) = (kw)(I7)(ua + vb) = (kw)((ITu)a + (lod)b’") = (kw)(ltu)a + (kw)(lod)V’

= (kwltu)a + (kwlod)b' = (kde)a + (kwlod)b' = (kd)(ea) + (kwlod)b’

— (k8)(fd') + (kwlod)l = (ks f)d + (kwlod)b (i)
(kwliT)(us) = (kw)(ITus) = (kw)(lodt') = (kwlod)t' € S, pues k,w € Sy (ii) (iv)
(kwlT)(us) = (kwitu)s = (kde)s = (kd)(es) = (kd)(fs") = (ko f)s’ (v)

De (iv), (v) se tiene que (k0f)s’ = (kwlod)t' y la definicién de + se sigue que
(s, a")] + [(¢',0")] = [((kwlod)t', (k6 f)a’ + (kwlod)b')] .
Por otro lado, 1, kwiT € A y cumplen:
o (kwlt)(us) = (1)(kwiTus) € S, pues (iv).
o (kwit)(ua +vb) = (1)((kéf)a’ + (kwlod)b').
Por definicién de ~ se tiene que (us,ua + vb) ~ ((kwirus, (k6 f)a’ + (kwlod)b'), en consecuencia
[(s,a)] + [(£,0)] = [(s", a")] + (', ).
Por lo tanto, + estd bien definida.
(II1I) Veamos que + es asociativa. Sean [(s,a)], [(t,0)], [(r,c)] € & y sean u,v € A tal que us = vt € S

y por (S1) se sigue que existen z € Ay y € S tales que z(us) = yr € S, pues y,r € S y como us = vt
entonces (xv)t = yr € S, por definicién de + se tiene que:

(I6s. @)+ [(£.6)) (. )] = [(us, ua + w)][(r, )] = [(a(us), w(ua+vb) + yo)]
[(s,a)] + [(zus, zvb + yc)|, pues (zu)s = (1)(zus) € S,
((s.)] + ([(5:0)] + [ 0))), pues (zv)t = yr € 5.

Por lo tanto, + es asociativa.
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(IV') Existencia del neutro: Sea [(s,a)] € &, como (s)(1) = (1)s € S, pues s € S, entonces de la
definicién de +, se sigue que:

[(1,0)] + [(s, )] = [((1)s, ()0 + (1)a)] = [(s, a)].

Similarmente,

[(s,a)] + [(1,0)]

Por lo tanto, [(1,0)] es el neutro en (<7, +).

[((s)1, (Da + (5)0)] = [(s, a)]-

(V) Veamos que + es cerrada bajo inversos: Sea [(s,a)] € &, como (1)s = (1)s € S, entonces por la
definicién de + se obtiene que:

[(s,0)] + [(s, —a)] = (s, (Da + (1)(=a))] = [(5,0)] = [(1,0)].

Igualmente,

[(s, —a)] + [(s,0)] = [(s, (1)(=a) + (1)(a))] = [(s,0)] = [(1,0)].
Por lo tanto, + es cerrada bajo inversos.

(VI) Veamos que + es conmutativa. Sean [(s,a)],[(¢,b)] € &/ y sean u,v € A tales que us = vt,
entonces

[(s,a)] + [(t,b)] = [(us, ua + vd)] = [(vt,vb+ ua)] = [(¢,b)] + [(s, a)].

Por lo tanto, + es conmutativo.

Se concluye que (&, +) es un grupo abeliano.

Q.E.D

Lema 3.1.17. (&,-) es un monoide.

Dem.
(I) Veamos que - no depende de la eleccién de los pardmetros. Para ello, sean [(s, a)],[(t,b)] € &7 y sean
x,u € A, y,v € S tales que xt = ya y ut = va. Por (S7), existen a € A, § € S tales que ay = fv € S, pues
v € S, esto implica que a(zt) = a(ya) = (ay)a = (fv)a = B(va) = B(ut) = (Bu)t, asi (ax — Pu)t =0,y
por (S2) existe p € S tal que pax = pfu. En consecuencia tenemos:

(pe)(ys) = play)s = p(Bv)s = (pB)(vs) € S, pues p, B, v,t € S.

y
(pe) (@) = (paz)b = (pBu)b = (pB) (ub).
Por tanto, (ys,zb) ~ (vs,ub), es decir, [(ys, xb)] = [(vs, ub)] lo cual prueba lo deseado.

(IT) Veamos que - no depende del representante elegido para cada clase. Antes de mostrar esto,
probemos la siguiente afirmacion:

Afirmacidén: Sean [(s,a)],[(t,0)] € &7 y sea x € A tales que s € Sy (s,a) ~ (s, za), entonces
[(s,0)] - (£, 0)] = [(ws, za)] - (¢, D)].

Dem.
Sean p € Ay q € S tales que pt = qa, esto se puede hacer por (S71). Por definicién de - se tiene que

[(s,a)] - (£,0)] = [(gs, pb)].

Como gs € S, entonces por (S7) se sigue que A(gs) N S(zs) # 0, es decir, existen £ € A, n € S tales
que £(gs) = n(xs), equivalentemente (¢ — nx)s = 0, entonces por (S2) se sigue que existe m € S tal que

méq = mnzx.
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Asi,
(mn)(za) = (mnz)a = (m&q)a = (m)(qa) = (m&)(pt) = (m&p)t.

Como m,n € S, entonces mn € S y por definicién de - se sigue inmediatamente que
(s, za)] - [(£,b)] = [(mnzs, mEpb)].

Observemos lo siguiente:

L(mnzs) = (mn)(xs) = (mnz)s = (mq)s = (m&)(gs) € 5,
1(m&pb) = (m&)(pb)-

Entonces, por definicién de ~ se concluye que (mnzs, m&pb) ~ (gs,pb) y en consecuencia,

[(2s,za)] - [(t,b)] = [(mnzs, m&pb)] = [(gs,pb)] = [(s,a)] - [(¢, )].
Por lo tanto, la afirmacién es cierta.

Ahora, supongamos que [(s,a)] = [(s',a')] v [(¢,0)] = [(¢,V')] en & y sean u,c,d,e,f € Ayv € S
tales que:

® ut = va.
e cs=ds' € Sy ca=dd, pues (s,a) estd relacionado con (s, a’).

e ct = ft' € Syeb= fV, pues (t,b) estd relacionado con (¢',b).
Por definicién de - tenemos que:
[(s,a)] : [(tv b)] = [(U‘Svub)]'

Por (S1) tenemos que A(et)NS(va) # B, es decir, existen o € A, 7 € S tales que o(et) = 7(va) = 7(ut),
asi (oe — Tu)t = 0, entonces por (Sz) existe I € S tal que

loe = lTu. (1)

Ahora,
lTvs € S, pues I, T,v,s € S. (2)
lrub = (loe)b = (lo)(eb) = (lo)(fb') = lo fV, ( usando (1)) (3)

Itva = (It)(va) = (I7)(ut) = (Itu)t = (loe)t = (Io)(et) = (lo)(ft') = lo ft’, ( usando (1)) (4)

Por (2) y (S1) se tiene que A(lTvs)NS(cs) # 0, es decir, existen w € A, § € S tales que w(lTvs) = d(cs),
como d,cs € S, entonces d(cs) = w(ltvs) € S. De la igualdad se obtiene que (d¢ — wiTv)s = 0, por (S2)
existe k € S tal que

kéc = kwlrv. (5)

Tenemos
(kwlT)(vs) = (kwltv)s = (kéc)s = (kd)(cs) = (kd)(ds') = kéds' € S ( usando (5)) (6)
(kwlT)(ub) = (kw)(lTub) = (kw)(lo fb') = kwlo fU/, ( usando (3)) (7)

(kwlo f)t' = (kw)(lo ft') = (kw)(ITva) = (kwlTv)a = (kéc)a = (kd)(ca)
= (k&)(da"). ( usando (4), (5)) (8)
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Como k,d € S por definicién de - y (8) se sigue que:
[(ds',da")] - [(t', V)] = [(kdds', kwlo fV)].
De (6), (7) y la definicién de ~ se sigue que (kdds’, kwlo fb') ~ (vs,ub), en consecuencia
[(s,@)] - [(¢,D)].
[(s,a)] - [(¢,b)]. Por lo tanto, - esta bien definido.

[(ds’, da’)] - (', 1")]

Y por la afirmacién se concluye que [(s',a")] - [(¢, V)]

(I1T) Veamos que - es asociativo. Sean [(s,a)], [(¢,0)], [(r,c)] € & , por (S1) se sigue que existen u € A,
v € S tales que ur = vb, por lo que por definicién de - se sigue que

[(,0)]- [, 0)] = [(vt,uc))
Igualmente, por (S;) existen o € Ay 8 € S tales que a(vt) = (8)a y de la definicién de - se sigue que
[(5. )] - [(vt, ue)] = [(Bs, aue)],
Asf,
[(s.0)] - (I(4:0)] - [, 0)]) = [(Bs, aue)]. (a)
Por otro lado, como (aw)t = (B)a y B € S, se sigue de la definicién de - que
[(5,a)] - [(£,1)] = [(Bs, avb)] = [(Bs, aur)], pues ur = vb.
Y como (au)r = 1(awb) y 1 € S, se sigue de la definicién de - que
(85, cur)] - [(r, )] = [(Bs, aue)].
Asi,
(I, )] - [1,0)]) - [(r, )] = [(Bs, que)]. (b)

De (a) y (b) se concluye que - es asociativo.

(IV) La unidad es [(1,1)]. Sea [(s,a)] € &, como 1(s) = s(1) y s € S entonces por definicién - se tiene

' (1, 1)] - [(s,a)] = [((s)1, 1(a))] = [(s,a)].
Similarmente, como (a)1 = 1(a), entonces por definicién de - se tiene que
[(s,a)] - [(1, D)] = [((1)s, a(1))] = [(s,a)].
Por lo tanto, [(1,1)] es la unidad de «7.
De (I) — (IV) se concluye que (<, -) es un monoide.
Q.E.D

Teorema 3.1.18. (&7, +,-) es un anillo con unidad [(1,1)], y neutro [(1,0)]

Dem.
En virtud de los dos lemas previos solo nos resta probar que - es distributiva respecto de +. Para ello,
sean [(s,a)],[(t,b)],[(r,c)] € &.

(I) Sean u,v € A tales que ut = vr € S. Entonces por la definicién de + tenemos que
[(t,0)] + [(r, )] = [(ut, ub + vc)].
Por (S7) existen o € A, 7 € S tales que o(ut) = Ta, entonces de la definicién de - se sigue que

[(s,@)] - [(ut, ub + ve)] = [(7s5, 0 (ub) + o (ve))].
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((s,a)] - ([(1.6)] + [(r,)]) = (75, 0(ub) + o (ve))]. (1)

Por otro lado, como o(ut) = Ta y ut = vr, entonces (cu)t = 7a y (ov)r = 7a y por la definicién de -
se sigue que

[(s,a)] - [(£,0)] = [(Ts,0ub)] 'y [(s,0)]-[(r,c)] = [(Ts,00c)].

Como 1(7s) = 1(7s) € S, entonces por definicién de suma se tiene que

[(5,0)] - [(1B)] + (5, )] - [(r, )] = [(75, 0 (ub) + 0 (00))]. 2)
De (a) y (b) se concluye que
(5, (160 + [, )]) = [(5. )] - [(6,0)] + [(5, )] - (7, ).
(IT) Por (Sy) existen a,6 € Ay B,w € S tales que ar = Ba y 6r = wb, por definicién de - tenemos que

[(s,a)][(r, c)] = [(Bs, ac)],

[(&,0)][(r; )] = [(wt, d¢)).

Por (S1), A(Bs) N S(wt) # 0, es decir, existe z € Ay y € S tales que x(8s) = y(wt) € S, pues
y,w,r € 5. Asi,

[(s,@)] - [(r, )] + [, )] - [(r, ¢)] = [(xBs, wac + yde)]. (3)
Por otro lado, como (x8)s = (yw)t € S entonces de la definicién de + se sigue que
[(s,a)] + (2, b)] = [(xBs, zBa + ywb)].
Dado que ar = fa y 0r = wb, entonces zfa + ywb = (za)r + (yo)r = ((za) + (yd)) r, es decir,
((za) + wo))r = (1) (wBa + ywb).
y por lo que de la definicién de - se obtiene que

[(xBs,zBa + ywd)] - [(r, c)] = [(xBs, (za)c + (yd)c)].

(L6, )] + [(1.0)]) - [, )] = [(@Bs, wac + ydo)]. (4)

Por lo tanto, de (3) y (4) se concluye que
([(S,G)] + [(f,b)]> ()] = (s, @)] - [(r, )] + [(2,0)] - [(7, )]

De (I) y (IT) se tiene que - es distributiva respecto de +.
Se concluye que (&, +,-) es un anillo con unidad [(1,1)], y neutro [(1,0)].

Q.E.D

Ahora, sea ¢ : A — o7 definida por ¢(a) = [(1,a)], V a € A. Veamos que ¢ es un homomorfismo de
anillos.
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= Sean a,b€ A. Como 1€ SNAy1(1l)=1(1), por definicién de + se sigue inmediatamente que

¢(a) + ¢(0) = [(1,a)] + [(1,0)] = [(1, 1(a) + 1(b)]
[(1,a+0)] = ¢(a+0b).

Por lo tanto ¢(a + b) = ¢(a) + ¢(b), para cada a,b € A.

m Seaa € A, Como1leSy(a)l =(1)a, entonces por definicién de - , se sigue que

Por lo tanto ¢(ab) = ¢(a)é(b), para cada a,b € A.

» Finalmente, ¢(1) = [(1,1)], v [(1,1)] es la unidad de <.

Se sigue que ¢ es un homomorfismo de anillos (con unidad).

Proposicion 3.1.19. & junto con ¢ cumple la definicion de anillo de fracciones.

Dem.
(I) Veamos que se cumple (1) de la definicién de anillo de fracciones.
Sea s € S. Por definicién de -, se sigue inmediatamente que:

[(s, DI - [(1, )] = [(s,8)] = [(1, )] = [(1,8)] - [(s,1)], pues (1)s = (s)1.

Es decir, [(s,1)]-#(s) = [(1,1)] = ¢(s)[(s, 1)]. Por lo que ¢(s) € U() y ¢(s)~t = [(s, 1)]. Por lo tanto,
o(S) cU(H).

(II) Veamos que se satisface (2) de la definicién de anillo de fracciones. Tomemos [(s,a)] € «7. Dado
que 1(1) = 1(1), 1 € AN S por la definicién de - se sigue inmediatamente que:

[(s, DII(L; a)] = [(s, a)]-

Por lo tanto, [(s,a)] = ¢(s)"1¢(a).

(I1I) Finalmente, mostremos que se cumple (3) de la definicién de anillos de fracciones.

a€Nu(¢) < ¢(a)=[(1a)]=[(1,0)]
< existen ¢,d € A tal que ¢(1) =d(1) € S y ¢(a) =d(0)
& existe s €S tal que sa =0.

Por tanto, Nu(¢) = {a € A: existe s € S tal que sa = 0}.
De (I),(II),(I1I) se sigue que & junto con ¢ es un anillo de fracciones.

Q.E.D

Teorema 3.1.20. Sea A un anillo y S un subconjunto multiplicativo de A. [Sil] A existe si y solo si S
es un conjunto denominador. Mds ain, [Sil} A=4d.

Dem.
Por el Lema 3.1.15, Lema 3.1.16, Lema 3.1.17, Teorema 3.1.18 y Proposicién 3.1.19

Q.E.D
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3.2. Mobdulos de fracciones

Dado un anillo A y un conjunto denominador S, hemos construido su anillo de fracciones [S *1] Ay que
de hecho tiene estructura de (A4, A)-bimddulo, ahora, A tiene estructura de A-médulo, entonces podemos
considerar el A-médulo [S _1] A® 4 A que sabemos es isomorfo a A, con base en esta observacién podemos
plantearnos si en lugar de tomar solo a A como A-mddulo izquierdo consideramos cualquier A-médulo
izquierdo, jpodremos hablar de médulos de fracciones?.

Definicién 3.2.1. Sea S un conjunto denominador (izquierdo) en el anillo A. Para cada M € A-Mod,
definimos [STM = [STYA ®4 M con su estructura candnica como A-mddulo izquierdo. [STYM se
llama mddulo de fracciones respecto a S.

A partir de aqui vamos a tomar A un anillo y S un conjunto denominador (izquierdo) de A.

Proposicién 3.2.2. Dado M € A-Mod, el homomorfismo candnico pp : M — [STYM definido para
cada m € M como pp(m) =1 ®m, tiene la siguiente propiedad universal: Para cada N € [S™)A-Mod,
¢ € Homy (M, N) existe un dnico o € HOm[S—l]A([S_l]M7 N) tal que o o upr = ¢.

Dem.

Sean M € A-Mod, N € [S7!]A-Mod, y ¢ € Hom (M, N) (N puede ser considerado como A-mdédulo).
Considerando que [S71]A € Mod-A, sea 6 : [ST1]A x M — N dada por &(z,m) = z¢(m). Veamos que
& es biaditiva. Con este fin, sean x,y € [S7A, mi,ma € M y X € A.

(i) o(x +y,m1) = (v +y)p(m1) = xp(m1) + yp(m1) = 6(x, m1) + 6 (y, m1).
(i) 6

(
G(x,mq + ma) = xd(my +ma) = x(d(m1) + d(ma)) = zd(mq) + xzp(ma) = 6(x, mq) + 6(x, m2).
(131) & (

xA,my) = (xX)d(m1) = z(Ap(my)) = xp(Amy) = 6(z, Amy).

De (7), (ii) y (4it) se sigue que & es biaditiva. En, consecuencia, por la Propiedad Universal del Producto
Tensorial se sigue que, existe un tnico o € Homy, ([S M, N ) tal que siguiente diagrama conmuta:

[STAx M —25 N
hl / , donde h(a,z) =a®x € [STHM,Va € [STHA,z € [STM. (1)
[S™HM

Ahora, tenemos que [S‘l] A es ([S‘l] A,A)—bimédulo y asi [S_l] M tiene estructura de [S‘l} A-
Mod y esta estructura es mediante la multiplicacién siguiente: Para cada s € [S‘l] Ayz®m € [S‘l] M,
s(x @ m) := (sz) ® m. Afirmacién: o € Homg-174 ([S™!]M, N).

Dem. Sea s € [S7'| Ay z®m € [S™'] M. Tenemos o(s(x @ m)) = o((sz) ® m) = o o h(sz,m) =
G(sx,m) = (sx)p(m) = s(xp(m)) = s6(x,m) = so o h(x,m) = so(x @ m). Por lo tanto,

o< Hom[s—l]A ([S_l]M, N) .

Finalmente, por (1) se sigue que para cada m € M, o o upr(m) = o(1 @ m) = 1¢(m) = ¢(m). Por tanto,
oo upy = ¢. Veamos que o es tnica, para ellos supongamos que existe o’ € Homg-1)4 ([S‘l]M7 N) tales
que ¢’ o pps = ¢. Entonces, para cada x @ m € [Sfl} M tenemos:

d(s@m)=0d'(s(1®@m)) =s0'(1®m)=sp(m)=s0(l®@m)=o0c(s®@m).
Por lo tanto o es unico.
Q.E.D
Dado, M € A-Mod. Consideremos la siguiente relacién en S x M:

(s,m) ~ (t,n) en S x M <= existen ¢,d € A tales que cs =dt € S'y cm = dn.
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Proposicién 3.2.3. Dado M € A-Mod, ~ es relacion de equivalencia.

Denotemos al conjunto cociente generado por ~ como M =S x M/ ~.

Proposicién 3.2.4. Dado M € A-Mod. S x M/ ~ tiene estructura de A-mddulo izquierdo con las
stguientes operaciones:

= Para [(s,m)],[(t,n)] € M, definimos [(s,m)] + [(t,n)] := [(cs,cm + dn)], para algin c € A, d € S
con cs =dt € S (usando (S1))

» Para cada [(s,m)] € M, [(t,a)] € [ST'] A, definimos [(t,a)]-[(s,m)] := [(ut,cm)], para algin c € A,
u €S con cs = ua.

Proposicién 3.2.5. Para cada M € A-Mod, [S™1|M = M.

Corolario 3.2.6. Sea M € A-Mod. Entonces

Nu(par) = {m € M : existe s € S tal que sm =0} ={m € M : SNann(m) # 0}

Dem.
Sea M € A-Mod, y sea f € Hom 4 ( [Sil} M, M) el isomorfismo previo. Tenemos

m € Nu(uy) < 1@m = pupy(m)=0
— [(1,m)] = f(1®m) =[(1,0)](pues { es iso).
<~ (1,m) ~ (1,0)
<= existen ¢,d € A talesquec=c¢(l)=d(l)=deSyecm=d(0)=0

Por lo tanto, Nu(ups) = {m € M : existe s € S tal que sm = 0}.
Q.E.D

Sea r : A-Mod — A-Mod dada por (M) = Nu(uas).

Proposicién 3.2.7. r € A-pr.

Dem.
Claramente, r(M) < M. Sea f : M — N homomorfismo. Para cada f(m) € f(r(M)) existe s €
S Nann(m) tal que sf(m) = f(sm) = f(0) = 0, implica que f(m) € r(N). Por lo tanto, r € A-pr.

Q.E.D

Definicién 3.2.8. Sea M € A-Mod. Diremos que M es un mddulo de S-torsion si M € T, y es un
maodulo S-libre de torsion si M € T,

Lema 3.2.9. r es un radical idempotente.

Dem.

Sabemos que r(r(M)) < r(M). Asi, m € r(M) implica que existe s € S tal que sm = 0, por lo que
m € r(r(M)). Por lo tanto, r es idempotente. Ahora, si m + r(M) € r(M/r(M)), entonces existe s € S
tal que s(m 4+ r(M)) = r(M), por lo que sm € r(M). Se sigue que existe s’ € S tal que s'(sm) = 0, esto
implica que (s’s)m = 0. En consecuencia, m € r(M). Por lo tanto, r es radical.

Q.E.D
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Asi, (T,,F,) es una teorfa de torsién. La asociacién F : A-Mod — [S’l] A-Mod que envia a cada
M € A-Mod el médulo [S’l] M e [Sil} A-Mod. Un hecho basico, es que el funtor es exacto, o en otras
palabras:

Proposicién 3.2.10. [S‘l] A es plano como A-mddulo derecho.

Dem.
Sea 0 — M L> N —2 I —5 0 sucesién exacta. Entonces,

[5~

']
Veamos que 1 ® f = F(f) : [S‘l]A Qa4 M — [S‘l] A ®a4 N que esta definida como 1 ® f =
F(f) ([(s,m)]) = [(s, f(m))] para cada [(s,m)] € [S~*] A®4M es inyectiva. Supongamos que F(f)([(s,m)]) =
[(1,0)], entonces [(s, f(m))] = [(1,0)], es decir (s, f(m)) ~ (1,0). Por tanto, existen ¢,d € A tal que
cs=deSy cf(m) = 0. Ahora, f(cm) =0ycs €S = cm =0, pues f es inyectiva. Se concluye que
(s,m) ~ (1,0). Por lo tanto, F(f) es inyectivo. Asf, [S~!] A es plano.

1Qf

AQq M ——— [S_I]A®AN&>[S_I]A®AL—>Oesexacta.

Q.E.D

Proposicién 3.2.11. Sea M € A-Mod.
(1) Si M es S-torsién, entonces [S™'| M = 0.
(2) Si M es S-libre de torsion, entonces up es inyectiva.

Dem.

(1) Supongamos que M es S-torsién. Sea (s,m) € [S_l] M. Tenemos por hipétesis que M = Nu(uas),
asi, existe ¢ € S tal que tm = 0, se sigue que (t)s = (ts)1 € S, (t)m = (ts)0 y t,ts € A. Por tanto
(s,m) ~ (1,0). Por lo tanto, [S™!] M = 0.

(2) Supongamos que M es S-libre de torsién. Se sigue inmediatamente que pps es inyectivo, pues
Nu(uar) = 0.

Q.E.D

Corolario 3.2.12. Si M € [Sil} A-Mod, entonces jp; es isomorfismo.

Dem.

Supongamos que M € [S‘l} A-Mod, y sea x @ m € [S_l] M. Podemos considerar a pip; como [S‘l} A-
homomorfismo. Tenemos que x @ m = (1 ® m) = zupr(m) = ppr(xm). Por lo tanto pps es sobre, se
concluye que s es isomorfismo (por (2) de la proposicién previa).

Q.E.D

Definicién 3.2.13. Sea M € A-Mod.

(i) M es S-inyectivo si para cada ideal izquierdo I de A tal que INS # O y cada homomorfismo
a: I — M, existe x € M tal que a(a) = ax, para cada a € I.

(it) M es S-divisible si M = sM, para cada s € S.

Proposicion 3.2.14. Sea M € A-Mod. Las siguientes propiedades son equivalentes:
(a) M =[S M.
(b) M es S-libre de torsion y S-divisible.

(¢) M es S-libre de torsion y S-inyectiva.
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Dem.
Sea M € Obj(A-Mod).

(1)

Veamos que (a) = (b). Para ello, supongamos que (a) se cumple, es decir, M = [S‘l] M. Sea
m € Nu(uas), entonces existe s € S tal que sm = 0. Ahora, por hipdtesis se sigue que M € [S_l} A-
Mod, asi [(s,1)] - (sm) = 0, esto implica que ([(s,1)] - s)m = ([(s, s)])m = m = 0. Por lo tanto, M
es S-libre de torsién. Ahora, para cadam e M y s € S, m = [(s, s)] = s[(1, s)]m € sM. Se concluye
que M es S-divisible. Por lo tanto, (a) = (b).

Veamos que (b) = (a). Para ello, supongamos que (b) se cumple, es decir, M es S-libre de torsién y
S-divisible. Por ser M, S-libre de torsién, se sigue que pps es inyectiva. Ahora, para cada [(s, a)|@m €
[571] M tenemos:

[(s,a)] @ m = ([(s, D][(L, a)]) @ m = ([(s,1)]a) @ m = [(5,1)] ® (am).
Por ser M, S-divisible, se sigue que existe m’ € M tal que am = sm/. Asf
[(s,a)] @m = [(s, )] @ (sm') = ([(s,1)]s) @m' = [(s,s)| @ m' =1 @m/
Por lo tanto, uy; es sobre. En consecuencia (a) se cumple.

Veamos (b) = (c¢). Supongamos que M es S-libre de torsién, y S-divisible. Nos resta mostrar que M
es S-inyectiva. Sea I ideal izquierdo de A tal que INS # () y sea o : I — M homomorfismo. Como
M es S-divisible y INS # 0, sea s € INS, a(s) € M = sM. Se sigue que existe m € M tal que
a(s) = sm. Sea a € I. Por (S7) se tiene que As N Sa # 0, asi, existe t € S, b € A tales que bs = ta.
Entonces ta(a) = a(ta) = a(bs) = ba(s) = bsm = tam. Esto implica que a(a) —am € Nu(upr) = 0.
Por lo tanto, a(a) = am, es decir, M es S-inyectiva.

Veamos (¢) = (b). Supongamos que M es S-libre de torsién, y S-inyectiva. Sea s € S, m € M.
Definamos « : As — M por «(as) = am. Mostremos que « esta bien definida y es homomorfismo.
Si as = bs, entonces existe t € S tal que ta = tb, se sigue que tam = tbm, por lo que am — bm €
Nu(uas) = 0. Por lo que, am = bm, esto prueba que « esta bien definido y por definicién se sigue
inmediatamente que « es homomorfismo. Por ser M, S-inyectivo se sigue que existe m’ € M tales
que am = a(as) = (as)m/, en particular tomando a = 1, se tiene m = sm’ € sM. Por lo tanto,
M = sM, es decir, M es S-divisible.

De (1)-(4) se concluye lo deseado.

Q.E.D

Ahora, veamos otra manera de visualizar un médulo de fracciones. Para cada (s,m) € S x M consi-
deremos o (s ) : As — M /r(M) dada por o, ) (as) = am + r(M).

Proposicién 3.2.15. Para (s,m) € S x M, 0 ) es un A-homomorfismo.

Dem.
Sea (s,m) € S x M. Veamos que o (g, esta bien definida. Sean as = bs. Entonces, (a — b)s = 0. Por ser
S conjunto denominador se sigue que existe ¢ € S tal que ta = tb. Asi,

(ta)ym = (tb)m = t(am — bm) = 0= am — bm € Nu (ups)

Se sigue que o(s ) (as) = am + (M) = bm + (M) = 05 ) (bs), es decir, o(, ) esta bien definido.
Ahora, sean a € A, xs,ys € As.

O(oumy (25 + 0(y5)) = Oamy (@ + (09))3) = (@ + ay)m + (M) = zm + (ay)m + (M)
=am+r(M)+a(ym) +r(M) = 0(5m)(28) + a0 (s m)(ys).

Por lo tanto, o4 ) es A-homomorfismo.
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Q.E.D

El resultado anterior nos dice que a cada par (s, m) € S x M le podemos asociar un A-homomorfismo,
entonces nos cuestionamos; jy qué pasa con estos homomorfismos si (s, m) ~ (t,n) 7

Proposicién 3.2.16. (s,m) ~ (t,n) si y solo si existe u € S tal que 05 m) = 01 n) en Au.

Dem.
Sean (s,m), (t,n) € S x M tales que (s,m) ~ (t,n). Entonces existen ¢,d € A tales que

(1) u=cs=dtes.
(2) em = dn.

Por (1) se tiene que u € As N At, entonces Au C As N At. Ahora, sea xu € Au, esto es, xu = (xzc)s =
(zd)t. Asi,

O (oamy(@0) = (e + T(M) = 2(em) + 1(M) 3 0my () = () + (M) = a(dn) + (M)
Por (2) se sigue que o5 n) (1) = 0 n)(7u), es decir, 0, ) = 0(n) en Au. El reciproco es inmediato

Q.BE.D

Ahora, si I es ideal izquierdo y f € Homy (I, M/r(M)), jexiste s € Sy m € M tal que o, ) = f,
en As C I? La respuesta a esta pregunta es afirmativa cuando consideramos ideales izquierdos I con
INS # (. En este caso, s{ f € Homy (I, M/r(M)), entonces, existe s € I NS, y asi As C I. por tanto,
para zs € As tenemos que

f(@s) =xf(s) = 0(s,1(s)) (@s).

Esto parece indicar que existe una conexion del médulo de fracciones con limites directos de ciertos
homomorfismos, pero claramente primero necesitamos de una familia de ideales adecuado. Como r es un
radical exacto izquierdo, entonces Lt es un filtro de Gabriel, al que denotaremos como Gy, es decir,
Go = Lr,. Ahora, veamos cémo es Gy

Go={al : AJTE€T,}={I} ={I:r(A/I)=A/T} ={I :Nu(pa;r) = A/I}
={l:Vaec A, SNnann(a+I) # (0}
={l:Va€A, (I:a)NS#0},

por lo tanto,
Go={l:VaecA, (I:a)NS #0}.

Como para cada s € S, a € A tenemos que As N Sa # 0, entonces existen x € A, t € S tales que
ta = xs € As, es decir, t € (As,a) NS, lo que es lo mismo As € Gy. Asi, Gy es una familia adecuada para
considerar un limite directo, para ello consideremos el orden opuesto a la contencién directa en Gy y la
denotaremos mediante <. Ahora consideremos la familia {Hom4 (1, M/r(M))};.q,, y paracada I, J € G
con I < Jsea ayy:Homa (I, M/r(M)) — Homa(J, M/r(M)) definido como:

ary(f) = f s paracada f € Homa (I, M/r(M)).

Es facil comprobar que dicha familia junto con los morfismos dados forman un sistema directo en
Z — Mod, por lo tanto, existe el limite directo, esto es, existe

lig(HomA(I,M/T(M))).
IeGy

Sabemos que en principio es un grupo conmutativo, sin embargo, se puede probar que tiene estructura
de A-médulo izquierdo. Hasta aqui hemos construido un A-médulo izquierdo mediante la familia Gg y
por los resultados previos naturalmente tenemos el siguiente resultado:
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Teorema 3.2.17. [S™'| M = lim (Homa (I, M/r(M))).
IeGy

Dem.

Sea ¢ : [ST' M — lim (Homa (I, M/r(M))) dada por ¢([(s,m)]) = [(0(s,m), As)]. Veamos que ¢ es
IeG,

A-isomorfismo.

(1) Por la primera proposicién ¢ estd bien definida y es ficil mostrar que es un A-homomorfismo.
(2) Por la segunda proposicién ¢ es sobre.

(3) Mostremos que es inyectiva. Sean [(s,m)],[(t,n)] € [ST'| M tales que ¢ ([(s,m)]) = ¢ ([(s,n)]).
Entonces [(0(s,m); A8) = [(0(t,n), Al), es decir, existe I € G, tales que 0, ) = 0,y en I, es decir,
(s,m) ~ (t,n) por la primera proposicién.

Q.E.D

3.3. Mobdulos de cocientes sobre filtros de Gabriel

Sea A un anillo, M € A-Mod y G filtro de Gabriel. La relaciéon < en G que consiste en la relacién
inversa I < J <= J C I es un orden parcial en G. Asi, (G, <) es un copo dirigido. Ahora, recordemos
que para cada I € Z(A), I € Obj(A-Mod), de modo que Hom (I, M) € Z-Mod. Ahora, para cada
I,J € G con I <.J consideremos la siguiente asignacion:

ary :Homy (I, M) — Homy (J, M) dada por
ary(9) =gy

Entonces, (HomA(I, M), a”) es un sistema directo, por lo que h—n>11€g Homy (I, M) existe y es tnico.
Denotaremos a este limite directo como Mg). De la subseccion 1.3.3, recordemos que los elementos de

Mg son de la forma [(f,I)], donde I € Gy f € Homu(I, M). También recordemos que f representa a
[(f, 1)]. Ademés, [(f,I)] = [(g,J)] en Mgy siy solo si f y g coinciden en algiin K € G con K C I NJ.

Sabemos que a A(g) se le puede dar estructura de anillo y que Mgy € Obj(A(g)-Mod) como en
Obj (A- Mod). Para obtener esto, se hace uso del siguiente lema:

Lema 3.3.1. SiI,J € G y ¢ € Homa (I, A), entonces p~1(J) €G.

La suma en los grupos abelianos Ag) y Mgy esta dada como sigue:

[(f; DI+ [(9, )] = [(ure (f) + s (9), K)), - para I, J < K.

La siguiente operacion binaria es quien le da la estructura que deseamos a Agy y Mg).

LV A(g) X M(g) — M(g) dada por

aey T = [(fx o)\a,)\;l(J))], donde a = [()\G,I)], T = [(fmj)]

Representado en un diagrama es:

ML) e T S M

§x0Aa
Con estas operaciones tenemos que (A(g),+,94) es un anillo y (M(g),+,e) es un Ag)-médulo. Gene-
ralmente denotaremos e,; con e, es decir, haremos un abuso de notacién. Ahora, recordemos que para
cadam € M, f,, : A — M dado por f,,(a) = am es un A-homomorfismo. Mds atin, el siguiente A-
homomorfismo ® : M — Homy (A4, M) dado por ®(m) = f,, es un isomorfismo de grupos abelianos, esto
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nos permite la definicion del siguiente homomorfismo de grupos ¢y : M — Mgy que esta definido como
onm(m) = [(fm, A)] para todo m € M.

Si M = A, entonces ¢ 4 es un homomorfismo de anillos, este tiltimo nos permite darle a Mg estructura
de A-médulo izquierdo, cuyo producto esta dado por a-[(f,I)] = wa(a)e[(f,I)]. De esta manera también
obtenemos que ¢y es un A-homomorfismo.

Ahora, consideremos la siguiente asignacién: F': A-Mod — Ag)-Mod donde

» Para cada M € Obj(A-Mod), F(M) = M.

» Para cada f € Homy (M, N), F(f) := f(g), donde f(gy : Mgy — N(g) y estd definido como
foy (o, D)) = [(f o ¢, I)], para cada [(¢,I)] € M(g).

Resulta que F es un funtor (covariante) exacto izquierdo. Consideremos al funtor olvidadizo F' : Ag)-
Mod — A-Mod que manda cada A(g)-médulo izquierdo a sf mismo pero considerado con la estructura
de A-mdédulo, asi obtenemos el funtor L = F’ o F' : A-Mod — A-Mod. Por otro lado, sea t el radical
izquierdo asociado al filtro de Gabriel, es decir

t= TI'Tg = RejR(Tg)
Lema 3.3.2. Nu(py) = t(M).

Dem.
Tenemos lo siguiente:

Nu(par) = {m € M s gar(m) = [(0, A)]} = {m € M : [(fm, A)] = [(0, A)]}
={me M: existe [ €G tal que f,, [;=0}
={meM: existe [ €G tal que Im = 0}.
(C) Sea m € Nu(ypas). Existe I € G tal que Im = 0, entonces I C ann(m). Por ser G filtro de Gabriel se

tiene que ann(m) € G, por tanto Nu(pys) € 7g, asi, considerando la inclusién i : Nu(pas) < M, se
sigue que Nu(pns) < Trr, (M). Por lo tanto, Nu(pas) C Trp, (M) = t(M).

(D) Sea m € t(M). Existen My,...,M; € 7¢, fi +: M; — M, i € {1,...1} , y m; € M, tales que
m= fi(my)+---+ fi(my). Para cada i € {1,...,1}, ann(m;) € G, entonces sea K = ﬂé:l ann(m;).
Asi,

1
Va € K, am = Zfi(ami) = ZfZ(O) = 0.
i=1 ;
M) C

Entonces m € Nu(yar). Por lo tanto, Tr. ( Nu(pa).

Se concluye que Nu(pps) = t(M).
Q.E.D

Lema 3.3.3. M €T, si y solo si Mgy = 0.

Dem.

Recordemos que t = Trr; = Rejp(,)- Si M(g) = 0, entonces @y = 0, esto es, Nupy = M = t(M). Por
tanto, supongamos que t(M) = M = Nu(par), por lo que oy = 0. Sea x € M(g) y supongamos que es
representado por & : I — M, es decir, z = [(§,])] con I € G. Afirmamos que Nu(§) € G. Para mostrar
la veracidad de esto, sea a € I. Existe I, € G tal que I,{(a) = 0. Tomemos J =} ., l,a, y sea b € J.
Existen a1,...,a; € I,y ¢; € I,, 1 € {1,...,1} tales que b = cya1 + - - - + qay, se sigue que:

l
E(b) = ciblai) =0=J C Nu(€).
i=1
Mas atun, dado b € I,, se tiene que ba € I,a C J, es decir, para cada a € I, I, C (J : a), por lo que
usando el hecho de que G es filtro de Gabriel se sigue que para toda a € I, (J : a) € G, en consecuencia
J € G. Asi, Nu(¢) € G. En consecuencia, £ es cero para algin K € G, es decir, z = [(£,I)] = [(0, A)]. Por
lo tanto, Mgy = 0.
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Q.E.D
A los elementos de T; se llaman G-mddulos de torsidn.

Proposicién 3.3.4. Si x € Mg es representado por § : I — M con I € G, entonces el siguiente
diagrama conmuta:

I 54

1 |

M —= Mg
donde fBy(a) =a-z,V a € A.

Dem.
Seax = [(§,I)] € Mgy yacl.

(1) en 0 &(a) = pm(é(a)) = [(fe(a), A)]-
(2) Beoir(a) = Bula) = a-z = pa(a)[(§ D] = [(fa, DI D] = [(€ 0 fa, fo (D))
Ahora, para cada b € f,'(I) NI, tenemos que fe(q)(b) = bé(a), y £ o fa(b) = &(ba) = bE(a). En

consecuencia,

[(fe(ay, Al = (€ © fa, £ (D))]-
Por lo tanto, ¢y 0 & = B, oiy, es decir, el diagrama deseado conmuta.
Q.E.D
Lema 3.3.5. M(g)/Im(¢n) € Ty.
Dem.

Sea m = [(&, )] + Im(pnr) € Mg/ Im(par).

ann(m) = {a e A:a([(& )]+ Im(pn)) = 0} = {a €A:a-[(§1)] e Im(gpM)}

Ahora, por la proposicién previa, tenemos que para cada a € I, [(fe(a), A)] = a - [(§,I)], esto implica que

a-[(&1)] € Im(ppr), para todo a € I. Se sigue que I C ann(m). Dado que T € G y G es filtro de Gabriel
se sigue que ann(m) € G. Por lo tanto, Mg/ Im(pp) € Ty

Q.E.D

Hasta aqui, a partir de un A-médulo M, hemos construido un nuevo A-médulo Mgy, nos preguntamos,
i, aplicando este procedimiento de manera iterativa obtendremos mas A-médulos diferentes (No isomorfos)?
Procedamos a responder esta pregunta. Antes que nada no olvidemos que para M, N € A-Mod con
M = N, entonces Mgy = N(g), ya que F' es un funtor entre A-Mod y A)-Mod. Ahora, tomemos
M € A-Mod, consideremos L(M) = Mgy € A-Mod, es esta manera tenemos derecho de aplicar F' a
Mgy, asi, (M(g))(g) € A-Mod, jcémo es este A-médulo? j Qué relacién tiene con (A(g))(g)?

Lema 3.3.6. (M(g))(g) = (M/U(M)) g)-

Dem.
En virtud del primer teorema de isomorfismo, tenemos la siguiente sucesién exacta:

0 —— M/t(M) —— Mgy —— Mg/Im(¢opr) — 0.

Como F es exacto izquierdo, entonces la siguiente sucesion es exacta

0 — (M/t(M))(g) — (M) () — (M(g)/lm(goM))(g).
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Dado que Conu(pys) € Ty, entonces (M(g)/lm(goM)>( = 0. Asi, se obtiene la siguiente sucesién exacta:
g

0 —— (M/t(M)) — (M(g))(g) — 0.

(9)

Por lo tanto, (M(g))(g) = (M/t(M))(g).

Q.E.D

Ahora, por el lema previo, la proposicion anterior, y por ser ¢ radical, tenemos que:

. | (/1))
@) t(M/t(M))

Esto nos dice que a lo mds podemos construir(siguiendo el proceso descrito previamente) dos médulos
cocientes asociados a G. Por esta razén, llamaremos a Mg := (M/t(M))(g) el médulo cociente de M
asociado a G. Nos gustaria que Ag sea un anillo y Mg € Ag-Mod, para ellos consideremos el siguiente
a=[(&1I)] € Ag, [(n,J)] € Mg arbitrarios pero fijos. Ahora, para cada N € A-Mod, sea 7y : N —»
N/t(N), la proyeccién natural. Sabemos que t es radical, por lo que n(t(J)) < t(M/t(M)) = 0, por lo
que t(J) C Nu(n). Por el teorema del factor existe un vnico h,, : J/t(J) — M/t(M) tal que el siguiente
diagrama conmuta:

[(M@)(g)](g = [(M/t(M))(gJ = (M/U(M))g) = (M(g)) g

J —L— M/t(M)
l / (3.1)
J/Ee(J
Sea vty : J — A la inclusién. Por ser ¢ exacto izquierdo tenemos lo siguiente:
Nu(paorvy)={a€J:maory(a)=t(A)y={acJ:a+t(A)=t(A)}={ac J:act(d)}
=JNt(A) =1t(J)

Por el teorema del factor, se sigue que existe un tnico homomorfismo gy : J/t(J) — A/t(A) tal que el
siguiente diagrama conmuta:

J 2 A -T2 AJt(A)
m 2
al / (3.2)
J/H(T)
Ademaés, gy es monomorfismo, pues Nu(gsomy) = Nu(gy) (de hecho, laregla de asignacién es gj(x+t(J)) =
x + t(A), para todo x + t(J) € J/t(J)). Esto quiere decir que existe un submédulo de A/¢(A) isomorfo a
J/t(J), de hecho, Im(g;) = J/¢(J). Veamos quién es la imagen de g;
Im(gs) ={gs(a+t(J)):a€J} ={gsoms(a) :ac J}
={rmaoci(a):aeJ}t={a+t(A):aeJ}
_J+t(A)
(4

Ahora, el homomorfismo §; : J/t(J) — Im(gy) definido como G;(j + t(J)) := g;(j + ¢(J)), para todo
i+t(J) e ﬁ es biyectivo. Claramente, el siguiente diagrama conmuta:

J 2 A T4 AJt(A)

=] / T (3.3)

J/E(J) —_—— Im(gy)

Por otro lado, recordemos que tanto Ag como Mg son grupos abelianos con la suma ya antes descrita,
con el fin de darles estructura de anillo y médulo, respectivamente. Consideremos el siguiente lema.
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Lema 3.3.7. Para todo K € G con t(A) C K, se tiene que si & : I — AJt(A) es morfismo con I € G,
entonces EH(K/t(A)) € G.

Dem.
Sea KeGeont(A) CK,y&: 1T — A/t(A) es morfismo con I € G. Tomemos a € K arbitraria pero fija.

(67" (K/t(A)) sa) = {be Al ba € 1 (K/t(A))} = {be A|bE(a) € K/H(A)}

Sea a’ € A tal que £(a) = o’ + t(A). Entonces por ser G filtro de Gabriel, se sigue que K NI € G por lo
que (KNI:ad')eG. Parabe (KNI:d), implica que ba’ € KNI C K. Entonces

ba' +t(A) € K/t(A) = bé(a) € K/t(A) = be (g—l (@) :a>.

o (01 ()) = (02(d) ) e

Por la arbitrariedad de a, se concluye que 1 (%) €qg.

Q.E.D

Ahora, en nuestro caso K = J + t(A), y por el lema se sigue que ¢! (Im(gy)) = €71 (Jj(i‘) ) € g,

asi, definamos la siguiente operacién:
« : Ag x Mg — Mg dada por (&, )] e (1, )] = [ (hy 0 37" 0 &7 (Im(g,)))] .

donde, f =& le-1(Im(gs))-

Proposicion 3.3.8. e estd bien definida.

Dem.
Supongamos que a = [(§,1)] = [(¢', )], y = = [(n,])] = [(v/,J)]. Para K = INI' € G se tiene que
£ k=& |k, similarmente para L = JNJ' € G se tiene que n [,=1' .

Tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

J —1 s M/t(M) Ty MyH(M)
| / v AT
J/t(J J'Jt(J")

Se sigue que para cada a € L, hy(a+1t(J)) = hyoms(a) =n(a) =n'(a) = hy omy(a) = hy(a+t(J")).

Por lo tanto, . i
w(Sar) = ()

Igualmente, tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

J s A4 AJt(A) Jo— s AT AJH(A)
ﬂ-‘]l / IéJ Trjll / ]\s‘ﬂ
J/t(J) —— Im(gy) J' /(T T» Im(gy/)

De modo que, dyogyjomy=ma01L;y 6y oGy omy =maoLy. Asi, para cada a € L, tenemos
djogsla+t(J)) =gsla+t(J)) =gjoms(a)
=7ma0iy(a) =7ma(a) =ma 0ty (a)
=gy omy(a) =gy(a+t(J))
= 5J/ ogJ/(ath(J/)).
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Por lo tanto,

Como §j, gy son biyectivas y d;,d; son inyecciones, entonces 6y o gy y 0y o gy son inyectivas y

0y (Lt*(tJ()J)> — Lt*(ig;“) =gy (Lj(f](,{)), se concluye que

L+t(J) _ L+t
tJ) )

Ahora, tenemos las siguientes sucesiones:

5—1(J+t(A)> € grea) 970 g he oy
A A 6] 00

y
~ ~—1
1 (T Ht(A) & JyuA) 9y 7 hy oy
3 1( ey ) A 7 wr T wn

L+t(A L+t(A
Tomemos S = ¢! (:_(A())> NKNg? (:_(A())>’ por ser G es filtro de Gabriel y el lema previo
L+t(A)

se sigue que S € G. Ahora, para cada a € S, se tiene lo siguiente: £(a) = £(a) = &'(a) = £'(a) € A
pues S C K. Sea b € L, tal que b+ t(A) = £(a) = & (a), asi ma(b) = £(a) = €(a). Dado que LC JNJ',y
la conmutatividad de los diagramas previos se sigue que:

= dj0gjomy(b) =ma0t;(b) =ma(b),
w dpogpomy(b)=ma0ty(b) =ma(b).
Se sigue que
gromy(b) =465 (gsoms(b)) =ma(b) =0y (gs 0my (b)) = gy omy(b),

esto es, §s(b+t(J)) = ma(b) = £(a) = €(a) = gy (b + t(J")). Por la biyectividad de §; y g se tiene lo
siguiente:

= b+ t(J) = g5 (§(a)).
= b+ () = 45 (€(a)).
Ahora, por la conmutatividad de los primeros diagramas y el hecho de que b € L, se sigue que:

hyo gyt oé(a) = hy(b+t(J)) = hyom(b)
=n(b) =n'(b)
= hn/ [¢] 7TJ/(b) = hn/(b+t(<]/)) = hn/ Ogj,l Oé’(a).

Por lo tanto, e esta bien definida.

Q.BE.D

Proposicion 3.3.9. e en biaditiva.
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Dem.
Sean [(£', 1)), [(§,1")] € Ag v [(n, ])], [(n", J')] € Mg.

Acorde a 3.1 tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

J —1— M/t(M) J 4> M/t(M)
J/E(J J'Jt(J")
y por 3.2 tenemos los siguientes diagramas conmutativos:
J—2 5 A T4 AJt(A) J s AT AJH(A)
g O R 7

Veamos primero que e se distribuye por la derecha: sean é =& [e-1(m(gs))> f’ =¢ [e/=1(Im(g,))s Y S€&
K = ¢ 1(Im(gs)) N €~ (Im(gs)), entonces

(& 1] o [, D]+ 1€ T @ [, D] = [(hs 095" 067 (m(gn))| + [(horo 57" 0 €, m(ga))]

= [(hsogsto (1) +hyoazto (& 1x).K)]
[(nreg7"o 1k +€ 1x) K]

. . . . -1
Ahora, como £ [ +&' [k: K — ﬁ, entonces, L := (5 [k +& [K) (Im(gs)) C K. Entonces

(& 1)) o [, D]+ 1 ] @ [, D] = [(hs 07" o (€10 +€ 1) L))
= [(€1xc +& 1ic) K] o (0, )]
= (I, € (mlgn))] + [, € (1m(g,))]) o [0, )]
= (& 1)) + [/, 1)]) » [, ).

Se sigue que o es distributiva por la derecha. Finalmente, veamos que e es distributiva por la izquierda.
Sea P = JNJ’, tenemos

(& D] e ([(n, D]+ (', T)]) = (€. D] @ [(n [P +0 [p, P)]-

Consideremos h = hjoyi +hjoypyg=3d;045071 (6 g =04 0§y 072, veremos que son lo mismo),
donde los homomorfismos v; : % — ﬁ v ye % — % estan definidos para cada z +¢(P) € %
como v (x +t(P)) =z +t(J) y v2(z+t(P)) = z+1t(J'), respectivamente. Es inmediato que los siguientes
diagramas son conmutativos:

P J— T M/H(M) P J " M)
WPJ/ ‘ﬂ'Jl / TP TI"]J/
hy, Ry
Wy e /) o s /1)
y
Lp Lp
P‘/—J\UAA TA A/t(A) P/—J/\]/‘A TA A/t(A)
WPJ, FJJ/ / ]61 Tp TFJ/J/ / ]\6‘,,



Asi, se sigue que:

» homp=(hjoyi+hyoy)onmp=hjoyonp+hyoyporp=nlp+n [p.

= Sig=4dy00gs07,entonces gomp = (0j0Gsov)omp =0;03y0V1OTp =TAOLp.

= Sig=0Jy 0§y 07, entonces gomp = (87 0§y 0y2) 0mp =0/ 0§y OV OTp = TA O Lp.

Por la unicidad de dichos morfismos tenemos en particular que g = 07071 = 670§ 072 y ademas
es inyectivo. Asi, tomando & := & [¢-1(1m(g)):

(€ 1)) o ([0, )] + [, T0) = (& DY o [0 Tp + 1p, P)) = [(ho g™ 0 €67 (Im(g)) )]
= [((hsom +hyom)ogt 0d 6 (Im(g)))]
|:(hjo')/]_og O€+hJ’0720.&_10575_1(1111(9)))}

[

(hsomog™ oé,f*am(g)))} + [(hororeog o€ (Img) ]

(& DY e [(n T, P+ D)o [(n [p, P)]
=[(& D] [(n, )] (€, D] e [(n', )],

Se sigue que o es distributiva por la izquierda. Por lo tanto, e es biaditiva

&
§
Q.E.D

Proposicién 3.3.10. Sea A un anillo y M € A- Mod. Para cada [(\,1)],[(&,J)] € Ac y [(n, K)] € Mg,

se cumple que:
(A, D e ([(&, )] o [(n, K)]) = ([(A, D) 04 [(§, I)]) @ [(n, K],

donde e 4 denota a e cuando M = A.

Dem.

Sean [\, D], [(6,7)] € Ac v [(n, )] € Mg. Sean he = JJt(J) —> AJU(A), hy = K/HEK) — M/H(M),
gy J/t(J) — AJt(A) v gk : K/t(K) — A/t(A) los homomorfismos que hacen conmutar los siguientes
diagramas:

J — s AJHA) Yoy AT AJH(A)

| / ] P

J/Et(J J/t(J) —_—— Im(g,)
' K —1— M/t(M) K 4 A -T2 AJt(A)
| / | / Jox
K/t(K K/t(K) —— Im(gx)
Asi,
(Dl eal(e, ) = [(heogy* o XA (Im(g) ],
(€ D] o 0 K] = [ (g 095" 0 €67 (im(gw))) |
Se sigue:

(D)) oa (& D) o [0, K)) = | (he 035" 0 A AT (Im(g,)) )| @ (7, K)]
= [(mnoaite (reoaTod) (neoa; o A) " (tmiam) |
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Por otro lado, sea hhnogl—(loé 1 & (Im(gk))/t (€ (Im(gk))) — M/t(M) el homomorfismo que hace

conmutar el siguiente diagrama:

1 (Im(gr)) — 705 Mye(M)

Ws—l(lxll(gK))J/ /
hnog};(lof

€1 (Im(gx )/t (6 (Im(gx)))
Y 8€a ge-1(im(g,)) ¢ & (Im(gx))/t (6 (Im(gx))) — A/t(A) el homomorfismo que hace conmutar el
siguiente diagrama:
e Lmm(sx))

= Im (9x)) Aft(A
Te— 1(Im(gK)) 9e—1(Im(g ) ]\E T(Im(gg))

I e (1 ) s 1
¢ (Im(gr)/t(€™" (Im(gx))) >—— o Tm(ge-1amgi))

Se sigue que:
(O, D] @ [(7y 095" 0.6 (Im(gx)))]

= [(nyo505 @ 96 mtaren © A (1961 ) )] -

(A, D)] o ([(&, )] & [(n, K)])

-1
Sea L = \"! (Im(ggfl(lm(%)))) n (hg o {7;1 o )\) (Im(gg)) C I. Para x € L, se tiene que

Ax) € Im(gg,l(lm(gK))) _ I3 (Im(tg(lil))) + t(A)'

Asi, sea v, € 1 (Im(gk)) tal que A(z) = v, + t(A). Entonces,

R ogztoé © e 1mgx)) © N@) = By o106 © Ge-1 (tm(giey) (Vo + H(A))
hogtoé (Ve + 1 (671 Im(gx)))) = hy, o5=10¢ © Te=1 (tm(gi))) (Vo)
= hyodg' 0 &(vy) = hyo g’ 0 &(va)

Yy

Ty 0 g 0 (h€°§J1°X> (2) = hy o gict 0 he 0 g7 (va +1(J)) =

= h,, ogz_(l ohgomy(vy) = hy og;(l 0 &(vy).

Por lo tanto,

([N D] ea [(€,)]) @ [(n, K)] = ([(A\. I)] o4 [(&, T)]) ® [(n, K)].
Q.E.D

Proposicién 3.3.11. Ag es anillo y Mg € Ag-Mod.
Dem.

Sabemos que Ag y Mg tienen estructura de grupo abeliano, que e es biaditiva y que se cumple la asocia-
tividad. Nos resta mostrar la veracidad de lo siguiente:
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(¢) Paratodo [(n,J)] € Mg, se cumple que [(74,A)]®[(n,J)]] = [(n, J)]. Para ello, sean h,, : J/t(J) —
M/t(M)y gy : J/t(J) — A/t(A) que hacen conmutar los siguientes diagramas conmutativos:

J —L— M/t(M) J 2 A -T2 AJt(A)
l / l / Jos
J/E(J J/E(J) —— Im(gy)

i, [(ra,A)) » [(0.7)] = [(hyody" oram; (Im(gs))]. Como Im(gy) = “H4D se sigue que

J C fr} (%ﬁ). De modo que para x € J, tenemos

By o 5t 0 Fal@) = hy o g5 (o +1(A)) = hso + 1)) = hy o 7s(x) = ().

Por lo tanto, [(hy 0 §;" o, 74" (Im(g,)))] = [(n,J)], es decir,

[(ma, A)] @ [(n, J)] = [(n, ])].

Esto prueba lo deseado.

(ii) [(ma,A)] es la identidad en (A(),+,4). Para ello, sea [(§,I)] € Ag. Por el inciso (ii) se sigue
que [(ra, A)] o [(&, I)] [(¢,1)]. Nos resta verificar que [(&,])] @ [(ma, A)] = [(£,])], en este caso los

homomorfismos A, d 1d son los que hacen conmutar los siguientes diagramas:
A —T2 5 AJt(A) A 5 A T4 AJt(A)
‘H_Al / WA\L /
ga
AJt(A AJt(A)

Ahora, como £ 1(Im(gy)) = ¢1 (ﬁ) = I se sigue que

(€. 1)) o [(ra, ) = [ (id s 0id_ao&,T)] = [(€. 7).

Por lo tanto, [(m4, A)] es la identidad en (A, +,04).
De (i), (i4) y (¢i7) se concluye lo deseado, es decir, cuando M = A tenemos que Ag es un anillo y por
lo tanto para cualquier M € A- Mod, Mg € Ag- Mod.
Q.E.D

Ahora, consideremos la siguiente asignacién: sea ¢ : A-Mod — Ag-Mod dada por
= Para cada M, A-médulo, ¢(M)= Mg.

= Para cada A-homomorfismo f : M — N, tenemos que ¢(f) = fg € Hom (Mg, Ng), y este ultimo
se define como

fo (&, D]) = [(hy o &, 1], para cada (€, I)] € Mg,

donde, hy : % — t(—JX]) es un morfismo tal que hace conmutar el siguiente diagramas:

/

TN

S

<

3
g
<7
\
<

o+
—~|
~—



Ahora, para cada A-homomorfismo f : M — N, veamos que fg estd bien definido. Primero, observe-
mos que dado que t € A-pr, se tiene que f(t(M)) < t(N), asi Nu(mps) = t(M) C Nu(ryo f) = fL(t(N)),
y en virtud del Teorema de Factor tenemos la existencia tnica de h¢. Supongamos que [(&,1)] = [(¢',I')],

entonces existen K € G con I, I’ < K tal que § [xk= ¢’ [k. Asi, hyo (5 [k ) =hyo (f’ I ), se sigue que
(hf o 5) [Kk= (hf ) 5’) [k . Por lo tanto, fg esta bien definida.

Proposicion 3.3.12. ¢ es un funtor covariante.

Dem.
(1) Por definicién, para cada M € A-Mod, ¢(M) € Ag-Mod.

(2) Sean f: M — N, g: N — K A-lineales. Para cada [(§, I)] € Mg, tenemos que:

= Los cuadrados del siguiente diagrama conmuta, al igual que el exterior del diagrama:

M—r N K
71']\/IJ/ WNJ/ WKJ/
hy h
o0 \_/% — 71

thf

Por la unicidad, se sigue que hgor = hy o hf, asi, se tiene lo siguiente:

q(g 0 /)& D) = [((hgor) 0 & D] = [((hg © hg) 0 &, I)] = [hg 0 (A 0 &), 1]
=aq(g )([(hf05 D)) = a(g) o ¢(f)((E, D))-

Por lo tanto, F(go f) = F(g)o F(f).

= Para f =id);. Claramente my; oidy; = mpr 0id_ar_, es decir el siguiente diagrama es conmutativo:

D
idps TN M
M M )
™
id
N (M)
t(M)

Asi, ¢ (idyr) ([(€,1)]) = [(id% 05,1)} = [(&,1)]. Por lo tanto, g (idys) = idys, .
De (1), (2) se sigue que F' es un funtor covariante.

Q.E.D

Para cada m € M, consideremos la funcién &, : A — ( ) dada por &, (a) = am + (M), para todo
a € A. El siguiente lema muestra que para cada m € M &, es un A-homomorfismo.

Lema 3.3.13. Para cada m € M, &, es A-homomorfismo. Ademds, para m,m’ € M se tiene que
ﬁ}n—%rn’ - é}n + §7n’~

Dem.
Seam € M y r,a,b € A. Entonces

Em(a+rd) = (a+rb)m + (M) =am + r(bm) + t(M)
= (am +H(M)) + 7 (bm + t(M)) = &m(a) + 1&m (D).

Por lo tanto, &, es A-homomorfismo. Finalmente,

mim (@) =a(m+m') +t(M) = am + am’ +t(M) = (am + t(M)) + (am’ + t(M))
= &mla) + & (a).
Por lo tanto, &mtm: = &m + Emr-
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Q.E.D
Ahora, consideremos la funcién ¥y, : M — Mg dada por Wy (m) = [(&, )] para cada m € M.

Proposicion 3.3.14. ¥, es Z-homomorfismo y si M = A, entonces V 4 es homomorfismo de anillos.

Dem.
Sean m,m’ € M, Entonces,

Uar(m+m') = [(Emsm, A)] = [(Em + &mry A)] = [(Em, A)] + [(Enr, A)]
= \I/M(m) + \I'M(m’)

Por lo tanto, ¥, es homomorfismo de grupos abelianos. Ahora, supongamos que M = A, tenemos lo
siguiente:

= Por definicién W4 (1) = [(&1, A)] = [(7a, A)], este dltimo es la identidad en Ag.

= Por definicién W4 (ab) = [(€ap, A4)]. Por otro lado tenemos los siguientes diagramas conmutativos:

3 A LA TA A

3
[
‘m —
&
e
3
b
.<7
s}
hS
I
Q.
NS

Por definicién del producto en Ag, se sigue inmediatamente que
[(Ean A)] L4 [(gba A)] = [(h§b © €a7 A)]a pues, g = idA/t(A)'
Ahora, para todo x € A, tenemos

he, © €ale) = he, (az + t(A)) = (2a)b + t(A) = a(ab) + t(A) = Euy(a).

Se sigue que, [(h¢, © &ay A)] = [(€ap, A)], es decir, [(£q, A)] ® (&, A)] = [(Ear, A))-

En consecuencia, W 4(ab) = U 4(a)V 4(b). Por lo tanto, ¥4 es un homomorfismo de anillos.
Q.E.D

Del resultado anterior, se sigue que a Mg le podemos dar estructura de A-mdédulo, cuyo producto esta
dado por a-x = U ,4(a) ez paracadaa € Ay x € Mg.

Lema 3.3.15. Nu(¥,) =t(M).
Dem.
Tenemos Nu(¥,,) = {m € M| existe K € G tal que Km C t(M)}.
(D) Para cada m € t(M), Am C t(M), por lo que m € Nu(¥yy). Por lo tanto, t(M) C Nu(W¥ ).

(C) Sim € Nu(¥yy), existe K, € G tal que K,,,m C t(M). Tomemos = € K, entonces zm € t(M),
existen Ny,..., N; € Tg tales que am = mi+...my, donde m; € Im(f; : N; — M), i € {1,...,n}, esto es
por definicién de Tg. Se sigue que para cada i € {1,...,1} tenemos que ann(m,), asi ﬂézl ann(m,;) € Tg,
pues G es filtro de Gabriel. Para cada a € ﬂi:l ann(m;), 0 = a(zm) = (ax)m, implica que ax € ann(m),
por lo que a € (ann(m) : x). En consecuencia,

!
ﬂ ann(m;) C (ann(m) :z) =  (ann(m):z)€g
i=1

Dado que esto se puede hacer para cada x € K, se sigue que para todo « € K, (ann(m) : ) € G, y
dado que G es filtro de Gabriel, ann(m) € G. Asi, Nu(¥,,) € Tg, entonces Nu(¥,;) C t(M). Por lo tanto,
Nu(¥ys) = t(M).
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Q.E.D

Lema 3.3.16. Conu(¥,;) € Ty = Tg.

Dem.
Sea [(f, I)]+Im(¥5s) € Conu(¥ys). Veamos que ann ([(f, I)] + Im(¥ ) € G. Con esta finalidad, sea a € I,
y b e (ann ([(f, )] + Im(Tps) : a), tenemos;

ba € ann ([(f, D] +Im(¥y) = (ab) - [(f,])] € Im(ar).

Sea x € I, veamos quién es (xza) - [(f,I)] explicitamente. Recordemos que tenemos los siguientes
diagramas conmutativos:

L1

— 3 A A

M
t(A)

f
t(M)
T
e

i) 7

I

I

——~

g

o~
\

I~
I~

t

—~
—~

D)

Por lo que (za) - [(f,I)] = [(hf © g1 © &za, J)], donde J = £} (I'[(ig';‘)). Ahora, sea r € J, tenemos;

hyogy €ealr) = hy o gy (r(za) + t(A)) = hy(r(za) + (1)) = hy o m1(r(a))
= f(r(za)) = r[(za).

Supongamos que f(za) = my, + t(M), entonces hy o g7 0 (1) = Mgy + t(M) = &, (1)
Por lo tanto, hy o g;' 0 s = &m,.. Se sigue que (za) - [(f,I)] € ITm(¥y/), esto implica que = €
(ann ([(f, )] + Im(P ps) : a), por lo que I C (ann([(f, I)] + Im(Pps)) : a), asi

(ann([(f, )] + Im(PTp)) : a) € G.

En consecuencia, ann([(f, I)] + Im(¥,)) € G, y por lo tanto Conu(¥,;) € Ty.
Q.E.D

Sea x :id — ¢, dada para cada M € A-Mod, x4 = ¥);. Afirmamos que x es una transformacién
natural. Sea f: M — N en A-Mod. Entonces, para cada m € M, tenemos:

= Uy o f(m)=Vn(f(m)) = [(Em), A)l-

s fgoWu(m) = fg([(&m,A)]), en este caso recordemos que debemos considerar el siguiente diagrama
conmutativo,

i N
N —= in

|

3
g

<7

\

=

t(M)
Ast, fg o Upr(m) = [(hy 0 &y, A)]. Por otro lado, para cada a € A,
hfo&m(a) =he(am+t(M)) = hym oy (am) = wn o fam)
= f(am) +t(N) = af(m) + (M) = §f(m)(a).

Por lo tanto, fg o War(m) = [(§r(m), A)] = Yu(f(m)) = Un(f(m)) = ¥y o f(m), es decir, el

siguiente diagrama conmuta:



Por lo tanto, x es una transformacién natural.

Definicion 3.3.17. t es estable, si Ty es cerrado bajo cdapsulas inyectivas.

Proposicién 3.3.18. Cuando la teoria de torsion es estable, tenemos que Mg = Mg .

Definicién 3.3.19. Un A-mddulo M es G-cerrado (respectivamente G-inyectivo) si para cada I € G el
homomorfismo candnico ®; : M — Homu (I, M) dado por ®;(m) = fu, 1, es isomorfismo (respectiva-
mente epimorfismo)

Proposicion 3.3.20. M es G-cerrado, si y solo si M € Ty y M es G-inyectivo.

Dem.

Supongamos que M es G-cerrado. En particular es G-inyectivo. Veamos que M € F;. Sea m € t(M),
como t(M) = Nu(pas), entonces existe K € G tal que f,, [xk= 0, es decir, Km = 0. Como Pk es
biyectivo, se sigue que f,,, = 0, en consecuencia m = 0. t¢(M) = Nu(pp) = 0. Por lo tanto, M € F,.
Ahora, supongamos que M € F; y M es G-inyectivo. Es decir, 0 = t(M) = Nu(par), y para cada I € G,
®;: M — Homa (I, M). Sea m € Nu(¥;), entonces ®;(m) = fp, [1, implica que [(fm, A)] = [(0, A)], se
sigue que m € Nu(gpys) y por hipdtesis m = 0. Por lo tanto, ®; es inyectiva. Asi, ®; es biyectiva, y por
lo tanto M es G-cerrado.

Q.E.D

Corolario 3.3.21. Si M es G-cerrado, entonces Wy, es isomorfismo.

Dem.

Dado que M es G-cerrado, en particular M € Fy, es decir 0 = (M) = Nu (¥,s). Por lo tanto, Uy es
inyectiva. Ademds M /¢(M) = M, pues t(M) = 0, y obviamente § : M /t(M) — M dada por §(m+{0}) =
m es isomorfismo. Sea [(f,I)] € Mg (f : I — M/t(M)). Tenemos que do f : I — M, y como M es
G-cerrado, en particular ®; es sobre, se sigue que existe m € M tal que 0 o f = ®;(m) = f,, |1, se sigue
que f=086"1 o fo l1=Emn 11 Yar(m) = [(€m, A)] = [(&m, )] = [(f, )], es decir, ¥y, es sobre. Asf, ¥y, es
biyectiva. Por lo tanto, ¥,; es isomorfismo.

Q.E.D

Lema 3.3.22. Si M € F;, entonces M) € Fy.

Dem.
Supongamos que M € G. Sea x € Mg y & : I — M representante de x. Sabemos que el siguiente
diagrama conmuta:

I—* A

él J{Bz(a):a‘x

M —= Mg

Asi que gy 0 & = B, oi. Consideremos a x € Nu (@M(g)), entonces existe K € G tal que Kz = 0,
en otras palabras 8, [k= 0. Se sigue que @y o & [gnr= 0, esto implica que § [xn;= 0, pues por
hipétesis Nu(ppr) = t(M) = 0, es decir ¢y es inyectiva. En consecuencia, = [(£,I)] = [(0, A)], es decir,
0=Nu (@M(g)) =1 (M(g)). Por lo tanto, Mg € F;.

Q.E.D

Lema 3.3.23. Sea J C I en G y M € Fy. Supongamos que f,g : I — M son A-homomorfismos tales
que f [y=g [, entonces f = g.
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Dem.
Tenemos (f — g) [7=0, se sigue que J C Nu(f — g). Asi, por el teorema del factor, existe h: I[/J — M
homomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

ANy V)

nl A

1/J

donde P; es la proyeccién natural. Ahora, como J € G, entonces para todo a € A, (J : a) € G, en
particular cuando a € I, asi para todo a € I, ann(a + J) € G. Es decir, I/J € T,. Asi, h(t(I/J)) =
h(I/J) <t(M) =0, implica h = 0. Por lo tanto, f — g = 0, es decir, f = g.

Q.E.D

Proposicién 3.3.24. Mg es un G-cerrado, para cada A-mddulo M.

Dem.
Sea M € A-Mod. Recordemos que Mg = (M/t(M)) g, y M/t(M) € F,. Por lo tanto, (M/t(M)) g, € Fy,
entonces Mg € ;. Ahora, veamos que Mg es G-inyectivo. Con este fin, sea I € G arbitrario pero fijo, y

sea f: I — Mg. Consideremos % x I que sabemos es un A-médulo y sea

M
N = {m + t(00),1) € B X T g m-+100) = 1)}
Veamos que N es subgrupo de % x I. Con este fin, sea (m + t(M),r),(m’ +t(M),r") € N, tenemos:
paseany(m + (M) = f(r), earsean (m' + H(M)) = f(r').

Se sigue que,
flr=1") = f(r) = F(r') = enrpan (m + M) = ©rr/ean (m + (M)
= oumyen) ((m +t(M)) + (m' + t(M))).
Asi (m+t(M),r) - (m’—l—t(M),r') € N. Por tanto, N es subgrupo de M/t(M) x I. Sea 61 = 71 [N,
y d2 = 7y [N, donde
m ME(M) x T — M/t(M) 'y ma:M/t(M)xI—1

Asi, tenemos el siguiente diagrama:

Jo ]

M M
i g () g, —7 Com (o) — 0

I
02(N)

0——
donde, P es la proyeccién candénica. Veamos que el cuadrado conmuta y que o es inyectiva. Sea (z,y) =
(m+t(M),r) € Nu(d2), entonces da(z,y) = do(m + t(M),r) =r = 0, asf

0=f(r)=¢_u (m+t(M)) implica m +t(M)=t(M),

T(M)

pues, % € Fi, por lo que Nu (cp M ) =0, es decir, ¢_u_ es inyectiva. Por lo tanto, Nu(dz) = 0, esto

(M) t(M)
es 09 inyectiva.

Ahora, sea (m + t(M),r) € N, entonces f(r) = p_u_(m+t(M)), se sigue que

T(M)

foda(m+t(M),r)=¢p _m_ odi(m+t(M),r).

T(M)
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Por lo tanto, el cuadrado conmuta. Mds atin, Nu(r) = §2(N) y Nu(Po f) = f~1 (P (Im(gpt(% ))) =
1 (Im(w u

IN

)
t(M))), y como f o dy = P o 01, se sigue que f(d2(N)) < Im (cp%) Asi, 69(N)

f1 (Im (gﬁ%)) Por el teorema del factor existe h : 52(IN) — Conu (cp%) tal que hom = Po f,

sabemos que 7 es epimorfismo.

Observacién 3.3.25. h es inyectivo. Sea a+d2(N) € Nu(h), entonces hor(a) = Im (w%), esto implica

que Po f(a) = Im (go%), implica que f(a)+Im ((p%) =Im (npt( )) Asi, f(a) € Im (90%), lo cual

implica existe un dnico m+t(M) € % tal que (p%(m—i—t(M)) = f(a), se sigue que (m+t(M),a) € N,
entonces da(m + t(M),a) = a € Im (d2), implica a + 02(N) = d2(N). Por lo tanto, h es inyectivo.

Por lo que, tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

1 T I
0 N - 02(N) 0

5{ lf lh

M
t(M) ¢ _um (t(M)>(g —p— Conu (<P
(M)

Por lo visto antes, sabemos que Conu (got(%) € T, y por ser t exacto izquierdo, se sigue que ﬁ e T,.

Entonces,

= paracada a+ d(N) € ann(a + d62(N)) € G.

I
&(N)’
= (02(N):a) € G, paracada a €l
=J=06(N)eg

Sea z = [(6,005",1)] € (%)(g), un lema visto anteriormente nos dice que el siguiente diagrama

conmuta

Por la conmutatividad del diagrama, se sigue que 5, [;= O b1 0 62_1 = f I, v asi por un lema
antes probado se sigue que 3, = f en I. Recordemos que S,(a) =a -z = poase [(61 05", 1)]. Con esto

hemos probado que ®;(x) = f, es decir, hemos probado que ®; es sobreyectiva, esto implica que Mg es
G-inyectiva. Mg es G-cerrado.

Q.E.D

Sea A = (Obj(A), Mor(A)) la subcategoria plena A- Mod, donde Obj(A) = {Mg : M € A-Mod} C
Ag-Mod. Y sea (A,G)-Mod = (0bj (A,G),Mor (A,G)) la subcategoria plena de A-Mod donde;
0bj (A,G) ={M € A-Mod : M es G-cerrado}.

Corolario 3.3.26. G y (A4,G) - Mod son equivalentes.

Dem.
Consideremos el siguiente par (L, R) : A = (A, G)-Mod, donde F estd definida como sigue:

= Para cada Mg € A, L (Mg) = Mg, visto como A- Mod.

= Para cada f: Mg — Ng, L(f) = f visto como A-homomorfirmo
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Claramente L es un funtor. R estd definida como sigue:
= Para cada M € Obj (A,G), R(M) = Mg.
= Para cada g: M — N en Mor(A,G), R(g) = gg visto como A-homomorfirmo

También R es funtor. Ahora, para cada M € Obj(A,G), LR(M) = L(Mg) = Mg. & = idag, es
isomorfismo. Esto implica que § : LR — id(4,6)-Mod ©s un isomorfismo natural. También, para cada
Mg € Obj(A), LR(Mg) = L(Mg) = (Mg)g =y Mg, (pues para cada M € A-Mod, Mg es G-

g
cerrado), por tanto, nar, = Wy, es isomorfismo. Veamos que 7 : idy — RL es isomorfismo natural.
Anteriormente, para cada f : Mg — Ng ya habfamos probado la conmutatividad del siguiente diagrama:

W,

Mg ——2— RL(Mg)

i B

Ng ng) RL(Ng) = (Ng) g,
Esto prueba lo deseado.

Q.E.D

En la prictica usualmente no se hace distincién entre las categorias A y (4, G)-Mod. Es importante
notar que con esta convencién, cada A-homomorfismo entre médulos G-cerrados se convierten automati-
camente en un Ag-homomorfismo. Tenemos el siguiente diagrama:

q

A - Mod 7 Ag - Mod

w*

(4,G) - Mod

donde W, (M) = Homy, (Ag, M) = M, es el funtor olvidadizo, y U* es el funtor Ag ®4 —. ¢ es el
funtor antes descrito, i es el funtor inclusién, a es el funtor L y j = R, de la demostracion previa. En otras
palabras ia(M) = Mg = U.q(M) = U, (Mg) = Mg € A-Mod. Recuérdese que ¢ es exacto izquierdo.
También notemos que hay una transformacién natural © : ¥* — ¢ con O, : Ag ® M — Mg dadas por
On(x @m) =V y(m).
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Capitulo

Modulos de cocientes sobre filtros de
continuidad

Una vez explorado la categoria de médulos cocientes sobre filtros de Gabriel, uno se plantea la siguiente;
iSe puede generalizar mas la categoria de médulos cocientes? La respuesta es satisfactoria. Sin embargo,
para ello se requiere de un estudio previo a una nueva familia de objetos que hemos llamado filtros de
continuidad. Este capitulo es fundamental y representa el fruto de la investigacion llevada a cabo a lo
largo de todo el doctorado, por lo que su contenido es completamente original, ademas de que abre una
nueva linea de investigacion en el rubro correspondiente.

Al igual que en los capitulos previos, en este seguiremos trabajando en anillo con unidad.

4.1. Filtros de continuidad

Definicién 4.1.1. Sea { C Z(A). Diremos que C es filtro de continuidad en A si cumple:
(1) Aec.
(2) Sil,JeyfeHomg (I,A), entonces f~1(J) €.

Las siguientes dos propiedades las cuales se satisfacen en filtros lineales también se satisfacen en filtros
de continuidad.

Teorema 4.1.2. Sea ¢ un filtro de continuidad en A. Si I,J € (, entonces
(1) INnJe(.
(#4) Para cada a € A, (I:a) €.

Dem.
Sean I,J € (.

(i) Consideremos la inclusién I < A. Sabemos que ¢ € Homy (I, A), ast INJ =."1(J) € C.

(i1) Sea a € A y consideremos el A-homomorfismo f, : A — A dado por f,(b) = ba, entonces
fatI) e
Ahora,

be f7N(I) & bacl & be(l:a)
Por tanto, (I : a) € (.

Q.E.D

67



Notemos que un filtro de continuidad es casi un filtro lineal, pero ciertamente no hay relacién de
implicacion entre ellos, como los siguientes ejemplos lo muestran. El primer ejemplo muestra que un filtro
de continuidad no tiene por que ser un filtro de Gabriel.

Veamos que (1 es filtro de continuidad. Para ello, sean I,J € (1 y f € Homy (I, A). Usando el hecho
que [ es A-homomorfismo, se sigue que para todo x € A, f(xza) = zf(a), es decir, Im (f) = (f(a)).

Para I = A= <T> tenemos la siguiente tabla que define todos los A-homomorfismo f:

/W Vgl 1|z|3]1|5 6|7 |s|9|0|
f(x)

J0) |00 |0[0[0[0]0[0]0]0[0]0
FO)  [0[ 1|7 (3[4]5 (6|7 8|90
F(  [0[3 | 1[6[5[10]0] 2 [1]6[5 |10
F(3) 0[5 69|03 6] 090|360
F(@  [o[a |8 0|18 0| T 8 018
F(6)  [0[5 W3[5 T 6| 1|37
7(6) [0[6]0[6|0[6]0[6]0|6[0]0
F(7) |07 |2 [9[1[11 |61 83105
F(§ 0[S |d[0[5[1]0[5 [1|0[5 1
7O (0[5 6 [3]0[9]6[3]0|9[6]3
JU0) (0105|642 |0][10|5[6] 42
F(I) (0|1 |[10|9][5][ 765 |1[3]3]1

Sea I = (2). Como 0 = 6f(2), entonces f(2) € (2). De esta manera, todos los A-homomorfismo f
son plasmados en la siguiente tabla:

f(x>f(2)6516§ﬁ
FO 000|000
) (0] 2 4|6|8[10
F(1) |04 [8]|0| 4|8
76 |06 0]6|0]|6
ROE IR
j0) 0|18 |6 4] 2

Sea I = (3). Como 0 = 4f(3), entonces f(3) € (3). Asi, todos los A-homomorfismo f son descritos

en la siguiente tabla:

o 315130539
FO) J0[0(0(0
3 0[3(6]09
76 0[c(0(s
7o) 0[9/6(3

Si I = <€> y como 0 = 2f(6), entonces f(6) € <€> Por lo que todos los A-homomorfismos f son
Unicamente dos:
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6 1515
@)~ °
f(0) 0/0
7(6) 06

Con base a las tablas anteriores se concluye que f~1(J) € 1, para cada J € (;.

Por lo tanto, (1 es un filtro de continuidad. Sin embargo, (1 no es filtro de Gabriel. Verifiquemos esta
dltima afirmacién, sea K = (4) y a € (6), tenemos:

e Paraa=0, (K:0)=A.
e Paraa=6, (K:6) ={zec A:26c K}=(2).
Por tanto, para cada a € <6>, (K :a) € (1, pero K ¢ (1, es decir, (1 no es un filtro de Gabriel.

Obsérvese que el filtro de continuidad del ejemplo previo si que cumple con la definicién de filtro lineal,
es decir, es un ejemplo de filtro de continuidad que es filtro lineal, pero no es filtro de Gabriel. El siguiente
ejemplo nos proporciona un filtro de continuidad que no es filtro lineal.

B Ejemplo 4.1.4. Sea A un dominio entero y ( = {0, A}, claramente ¢ no es un filtro lineal. Veamos
que ¢ si es un filtro de continuidad.

e Ac(.
e Sea p € Homy (0, A), entonces ¢ = 0. Por tanto, para cada J € ¢, 0= o~ 1(J).

Ahora, sea p € Hompy (A, A). Si ¢ = 0, entonces para cada J € ¢, p~1(J) = A € (. Supongamos
que ¢ # 0, es decir p(1) # 0.

@ es inyectiva: para verificar esto sean a,b € A tal que p(a
1

= ¢(b), entonces ap(l) = bp(1), implica
que a = b, pues p(1) #0 y A es dominio entero, asi o~ ( 0.

)
0) = 0. Y claramente p~1(A) = A.
Los puntos anteriores muestran que ¢ es un filtro de continuidad, pero no un filtro lineal.

Ya tenemos ejemplos de filtros de continuidad que no son filtros de Gabriel o filtros lineales, pero
Jhabra filtros lineales que no sean filtros de continuidad? El siguiente ejemplo da respuesta afirmativa a
esta cuestién.

B Ejemplo 4.1.5. Sea p € N nimero primo. Consideremos ¢ = {Z,pZ}. Veamos que ¢ es filtro lineal:
(1) pZ es ideal mdximo en Z por lo tanto, si J € Z(Z) tal que pZ C J, entones J € {pZ,Z} = C.
(2) pZNZ=pZ € ¢.
(3) Para todo n € Z, tenemos que (Z :n) =7Zy

(PZ :n)={x€Z:anecply={x€Z:plzn} ={x €Z : p|lx o p|n}

[Z si pn

T \pZ st p fn.
Por lo tanto, de (1) — (3) se tiene que ¢ es filtro lineal. Ahora, veamos que no es filtro de continuidad,
para ello consideremos q € N tal que med (p,q) = 1 y el siguiente Z-homomorfismo h : pZ — Z dado por
h(pz) = qx, asi h=' (pZ) = {px € pZ : h(px) € pZ} = {pxr € Z : qx € pZ} = {px € Z : p|x} = p*Z. Por lo

tanto, ¢ no es filtro de continuidad.

Ahora bien, tenemos una implicacion entre filtros de Gabriel y filtros de continuidad.
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Proposicién 4.1.6. Si G un filtro de Gabriel en A, entonces G es un filtro de continuidad en A.

Dem.
Sea G un filtro de Gabriel. Entonces,

(1) Claramente A € G.
(2) Sean I,J € Gy f € Homa(I, A). Para cada a € I, tenemos

(f"(J):a)={beA:bac f'(J)}={beA: f(ba) € J} ={be A:bf(a) € J}
= (J: f(a)).

Dado que J € G, entonces del inciso (i) de la Definicién 2.2.6 se tiene que para cada a € I,
(f7'(J):a) = (J: f(a)) € Gy por el inciso (ii) se concluye que f~1(J) € G.

Por lo tanto, G es un filtro de continuidad.

Q.E.D

Por la Proposicién 4.1.6 sabemos que todo filtro de Gabriel es filtro de continuidad, sin embargo el
Ejemplo 4.1.3 muestra que el reciproco es falso, ademas los ejemplos 4.1.4 y 4.1.5 prueban que no hay
implicacion directa entre los filtros lineales y los de continuidad, esto es, que un filtro lineal no tiene por
que ser filtro de continuidad y viceversa, es decir, hemos obtenido un tercer tipo de filtro (que contiene a
los de Gabriel). En este punto surgen la siguientes preguntas:

Pregunta 4.1.7. ;Cudndo los filtros de continuidad coinciden con los filtro de Gabriel?

Pregunta 4.1.8. ;Cudndo los filtros de continuidad coinciden con los filtros lineales?

Bien, a continuacién tendremos dos ejemplos que dan respuesta parcial a las preguntas planteadas
previamente.

B Ejemplos 4.1.9. (1) Sea A un anillo auto-inyectivo. Si L es un filtro lineal, entonces L es filtro de
continuidad: Evidentemente A € L, asi que veamos que si I,J € L y f € Homy (I, A), entonces
f~YJ) € L. Eziste f : A — A tal que fo vy = f, donde v1 es el A-homomorfismo inclusion de I a
A, se sigue que

FUI) =t (f*l(J)) —1In (J : f(1)) €L
Por lo tanto, L es un filtro de continuidad.

(2) Sea A un anillo semisimple. Aqui los filtros lineales, de Gabriel y de continuidad coinciden. Ya
sabemos que los filtros lineales y de Gabriel coinciden en estos anillos, entonces solo mostraremos que
los filtros de continuidad también. Por lo dicho previamente y de la Proposicion 4.1.6 es suficiente
con mostrar que cada filtro de continuidad es filtro lineal. Sea ¢ un filtro de continuidad en A, I € ¢
tales que I < J. Por ser A semisimple, existe K € T(A) tal que JP K = A , asi que 7TI_<1 (I =4J,
donde 1 : JP K — JEP K esta dada por ni(j + k) = k. Esto implica que J € (, es decir, ¢ es
un filtro lineal.

El siguiente resultado muestra que cada interseccién de filtros de continuidad es un filtro de continuidad
(como la interseccién de filtros lineales es filtro lineal). M&s atin, nos muestra que dado un filtro de
continuidad podemos describir el filtro lineal mas pequeno que lo contiene.

Proposicién 4.1.10. Para un anillo A, las siguientes afirmaciones se cumplen:

(1) Sea {Ca}toen una familia no vacia de filtros de continuidad en A. Entonces ﬂ Co es un filtro de

a€A
continuidad.

(2) L) := U {J:1C J} es el filtro lineal mds pequeno que contiene a ¢, donde ¢ es un filtro de

Ie¢
continuidad.
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Dem.
Sea A un anillo.

(1) Sea {Ca},ca una familia de filtros de continuidad no vacfa de A. Para todo o € A, A € (, entonces
A€ ﬂ Co- Ahora, sean I,J € ﬂ Ca v f € Homy(I, A). Tenemos que o € A, I,J € (,, implica

acA aEA
que f7H(J) € Ca, asi f7H(T) € ﬂ Co- Por lo tanto, ﬂ (o es un filtro de continuidad.
aEA aEA

(2) Veamos que L (¢) es un filtro lineal.

(1) SiTe€ L)y JeZ(J)talesquelC J,entonces J e {I:ICJ},asiquedeL(().

(#5) Si I,J € L(¢), entonces existen I',J" € ( tales que I' C I y J' C J, esto implica que
I'nJ' CIndJ. Asi que I'N J’ € ¢ por el Teorema 4.1.3 inciso (i), por lo tanto I N J € L (¢).

(#ii) Sea J € L (), existe I € ¢ tal que I C J. Sea a € A, tenemos que (I : a) € ¢ por el Teorema
4.1.3 inciso (4i). Ahora, si r € (I : a), entonces ra € I C .J; esto implica que r € (J : a). Se
sigue que (I : a) C (J : a), por lo tanto (J : a) € L ().

De (7)-(i13) se concluye que L (¢) es un filtro lineal. Por lo tanto, es el filtro lineal mas pequeno que
contiene a { por construccion, ya que si £ es un filtro lineal tal que { C L, entonces

{J:ICJ}CL, paracada I €.

Q.E.D

4.2. Filtros lineales, de Gabriel y de continuidad en dominios de
ideales principales (DIPs)

En esta seccién abordaremos la clasificacién de filtros lineales, de Gabriel y de continuidad con la
finalidad de tener sobre la mesa las diferencias o similitudes de estos tres conceptos.

4.2.1. Clasificacion de los filtros lineales en DIPs

Sea A un DIP,  un conjunto de elementos primos de A no asociados dos a dos y que para cualquier
otro primo es asociado a algin elemento de € (Esto lo podemos hacer pues ser asociado es una relacién
de equivalencia). Sea Q C Qy f € N*<, donde N* = NU {oc}. Si Q # 0 definimos la siguiente familia de
ideales

Lo, ::{(p’f*--pﬁ’“):mé@ y 0<mn; < f(p;) ,donde je{l,...,k} ¥y nj,kEN}.

Si Q = 0, entonces definimos

Lo :={A}, donde f es la funcién vacia.

Proposicién 4.2.1. Sea A un DIP. Para cada Q CQ y f € (N*)Q, Lg,p) es un filtro lineal.

Dem.
Si Q@ = 0, entonces no hay nada que hacer, pues Lo 5y = {A} es un filtro lineal. Supongamos ahora que

Q#0.
(i) Sea (a) € L(g,5)- Si (a) = A, entonces la condicién (1) de la Definicién 2.2.1 se cumple trivialmente.

Supongamos que (a) # A. Existen p1,...,pr € Q distintos, nq,...,n; con 1 < n; < f(p;) para
Jj€{1,...,k} tales que (a) = (py* ---pp*). Ahora, sea (b) € Z(A) tal que (a) < (b), esto es

(Pt opt) < (b)) = b[pytepyt (4.1)
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Dado que A es un DFU, entonces existen tnicos g1, ..., s elementos primos distintos no asociados
y mi,...,mg € N tales que

b=g¢g™ g = q;-j |b, conl<r;<m;yje{l,..., s} (4.2)

Nk s

Ahora, de 4.1 y 4.2 se sigue que ¢; | pi* ---pp* ¥ q;nj | pi* - p* para cada j € {1,..., s}, entonces
para cada j € {1,...,s} tenemos que existe 7; € {1,...,k} tal que g; | p;, y como ambos son primos,
entonces son asociados, esto es, existe u; € U(A) tal que u;p;, = ¢;. Los p; no son asociados, en
particular cualquiera dos distintos son primos relativos y como para cada j € {1,..., s} se tiene que
q;-nj | p* -+ pp*, entonces

(a) <(g;") = <u;-"’p?j’> = <pZ.”> = p, la = p7 |p7,
se sigue que m; < n;; < f(p;;) y ademds

by = ("™ - g™ = Cuf™ e pit ) = (Pl )

En consecuencia, (b) € Lo, ).

Sean (a), (b) € L(g,f)- Entonces
(I) Existen py,...,px € Q distintos, n1,...,n, € Ncon 1 <n; < f(p;), j € {1,...k} tales que
(@) = (1" - p™) -
(II) Existen ¢,...,q € Q distintos, m1,...,m; € Ncon 1 <m; < f(p;), ¢ € {1,...1} tales que
(a) = (" - q™)-
Consideremos el conjunto {p1,...,pr,q1,--- @}y wi,...,w, € Q distintos tales que

{p17"'7pk7Q17"'ql}:{wla"'vwr}

esto lo podemos hacer, pues podemos volver a etiquetarlos. Ahora, para cada j € {1,...,7} sean
aj,Bj € N, definidas como

o — n; si w; = p; y B = m; siw; =g
’ 0 wj &{p1, - Pk} ’ 0 w; &{q1, -, q}

7 nq nE __ agq mi my __ B1
ASI, pl ...pk _wl ...wgﬂ" yql ...ql _wl ...w?r. Ahora’

(@) N (b) = (wi* -+ wl) N <w{31 -~-w’3r> = <mcm <w1a1 cewdT wy? ~-~w'6T>>.

T T T

Afirmacién: mcm (w‘f‘l cwor wht wa) = winax{al’ﬂl} coqpplon Bl

T
Claramente w{ ---w? y wi -+ wP dividen a H wllmx{al’ﬂl}. Sea d € A, tal que wi' - w y
j=1
w’fl ---wPr lo dividen, entonces para cada j € {1,...,r} w;‘j y wfj lo dividen, asi que w;nax{aj’ﬁj}
lo divide, esto implica que
w;néx{ahﬁl} o w;néx{a,.,ﬁ,.} | d

Por lo tanto, mem (wf“ cowdr wlt wf) = winéx{al’ﬁl} o oqpitensfr
que:

}. De la afirmacién se sigue

<CL> N <b> — <w11néx{a1;51} .. w:ﬂnéx{ar,ﬁr}> )

Como 0 < aj, B; < f(w;) para j € {1,...7}, entonces 0 < max{a;, 5;} < f(w;) paraj € {1,...,r}.
Por lo tanto, (a) N (b) € Lo, f)-
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(i77) Sean (a) € L(g,r) y b € A. Por la Proposicién 1.2.12 inciso (c), se sigue que
({(a) : b) = (a’), donde a = a’ med(a,b)

De modo que @’ | a, en otras palabras (a) < (a’) = ((a) : b), por (i) se concluye que ((a) : b) € Lg ).

De (i), (4i) y (i74) se sigue que L(g ¢y es un filtro lineal.
Q.E.D

Teorema 4.2.2. Sea A un DIP. Cada filtro lineal de A es de la forma Lg sy para algin Q@ C Q y
feN<

Dem.
Sea £ un filtro lineal de A. Sea Q los elementos primos p € € tal que (p) € L. Si Q = (), entonces £ = {A},
por lo que £ = Ly ), donde f es la funcién vacia.

Supongamos que Q # (). Definamos la siguiente funcién f : @ — N* dada por

Fp) = max{k € N: (p¥) € £}  si existe k € N tal que (p*) € Ly (pF™) ¢ L
p)= 00 en otro caso

Veamos que £ = Lo f)-

(C) Sea (a) € L. Por ser A DFU, entonces existen unicos py, ..., pg elementos primos y ny,...,ng € N
tales que

a=pit-pF = (a) < <p;‘j> donde 1 < \; <nj;,je{l,...,k}.
Por ser L filtro lineal se sigue que para cada j € {1,...,k}, <p?j > € L. En particular, para cada

JeA{1,... k}, (pj), <p;-”> € L. Ahora, como cada p; es elemento primo, entonces existe g; € §
asociado a pj, esto es, existe u; € U(A) tales que p; = u,;q; , entonces para cada j € {1,...,k},
tenemos

(gj) = (ujq;) = (pj) €L = ¢ €Q. (4.3)

(4j") = (uj’a;") = (7)€ L = ny < flgy)- (4.4)

De 4.3 y 4.4 se sigue que:

Nk N1

(@) = (Py* - pp*) = (Ui - ugh gt ) = (0 apt) € Loap)- (4.5)
Por lo tanto, £ C [,(QJ).

(2) Sea (b) € Loy Existen qi,...,q. € Q distintos, my,...,m, € N tales que (b) = (¢;" ---q/") ¥y
para cada j € {1,...,7r}, 1 <m; < f(qg;).

Por definicién de Q y f se sigue que para cada j € {1,...r} se tiene que <q§”7‘> € L. Ahora, dado

que los p; son distintos y no son asociados dos a dos (esto tltimo es porque estédn en ), entonces
son primos relativos dos a dos, en consecuencia,

(0) = (b) =(q" - qr") = (mem(q;”, ..., q;7)) - (4.6)

Por ser L filtro de continuidad, se tiene que

(mem(q", ., q7)) =[] (4}) € £ (4.7)

De 4.6 y 4.7 se concluye que (b) € L. Por lo tanto, Lo 5y C L.
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Se concluye que L(g ) = L.
Q.E.D

La Proposicién 4.2.1 y el Teorema 4.2.2 nos dicen cémo son exactamente los filtros lineales en un
DIP. Ahora, una pequefia observaciéon que en realidad es la respuesta a la siguiente pregunta, ;Y cémo
son los filtros lineales de cardinalidad finita? La respuesta es muy simple y es que quedan totalmente
determinados por un elemento a € A.

Sea a € A, definamos £, = {(d) : d | a}. Observemos que L, es de cardinalidad finita, pues A es DFU
y ademds si a € U(A), entonces L, = {A}.

Proposicion 4.2.3. L, es filtro lineal.

Dem.
(1) Sean (d) € L, y (d) < {(d'). Se tiene que d' | d y por definicién de L, se cumple que d | a, entonces por
transitividad d’ | a, por lo tanto, (d') € L,

(7) Sean (di),(d2) € L,. Entonces, dy | a y da | a por lo que mcm(dy,ds) | a (definicién de minimo
comun multiplo), se sigue que
<d1> n <d2> = (mcm(dl, d2)> € L,.
(7i) Sea (dy € L, y b € A. Por la Proposicién 1.2.12 inciso (c) se sigue que
((d) : b) = (d'), donde d = d' mcd(d,b),
es decir, d' | d y d | a, por lo que d | a, entonces ((d) : b) € L,.
De (i), (i) y (iii) se concluye que L, es un filtro lineal.

Q.E.D

Corolario 4.2.4. Sea A un DIP y L un filtro lineal de cardinalidad finita, entonces existe a € A tal que
L=L,.

Dem.
Sea L un filtro lineal de cardinalidad finita y digamos que £ = {(a1),..., {ax)}.
Sea ¢ = mcm (aq, . .., a). Veamos que £ = L,. Por definicién de £, y que L es filtro lineal, entonces
ﬂ?:l (a;) = (mem (aq,...,ax)) = (a) € L, N L. Ahora,
k
(C€) Para cada j € {1,...,k} se tiene que (a;) € L,, pues ﬂ (a;) < (a;). Por lo tanto, £ C L,.
j=1

(D) Sea d € A tal que d | a, entonces (a) < (d) y por ser L filtro lineal, se sigue que (d) € L. Por lo
tanto, £, C L.

Por lo tanto, £ = L,.

Q.E.D

4.2.2. Clasificacion de los filtros de Gabriel en DIPs

Sabemos que los filtros de Gabriel en un DIP ya estdn clasificados (de hecho, la clasificacién es mucho
més general y es la Proposicién 6.13 de [10]). Aqui se hara la descripcién particular para los DIPs.

Recordemos que dado un anillo conmutativ A su espectro se define como
Spec(A) := {P € Z(A) : P es ideal primo} .
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Y para cada I € Z(A), se define el siguiente conjunto
V(I):={P € Spec(A) : I C P}
Ahora, ai A un DIP. Los filtros de Gabriel en A son de la siguiente forma:

Gz = {(a): V(@) nF =0}
= {(a) : para todo p € A irreducible tal que p|a, entonces (p) ¢ £},

donde & C Spec(A) no vacio.

4.2.3. Clasificacion de los filtros de continuidad en DIPs

Lema 4.2.5. Sea A un DIP y ¢ C I(A). C es un filtro de continuidad si y solo si se cumplen:
(1) Ae.
(#4) Para cada a,b,k € A tales que {(a),(b) € ¢ se tiene que (V'a) € ¢, donde b = med(b, k)V'.

Dem.
(=) Supongamos que ¢ es un filtro de continuidad, en particular A € (, es decir, (i) se cumple. Para
mostrar la veracidad de (i7) sean a,b, k € A tales que (a), (b) € ( y sea b’ € A tal que b = med(b, k)b'.

Si a = 0, entonces no hay nada que hacer, por lo que supondremos que a # 0. Consideremos la siguiente
asignacién ¢ : (a) — A dada por ¢(ra) = rk. Veamos ¢ € Homy ({a), A), si ra = sa, entonces r = s por
ser A un DIP, ahora, sean ra, sa € {(a) y A € A. Tenemos

o o(ra+ A(sa)) = p((r+ As)a) = (r + As)k = rk + A\(sk) = ¢(ra) + Ap(sa).

Por tanto, ¢ es A-homomorfismo. Como ( es filtro de continuidad se sigue que = ({b)) € ¢.
Ahora,

rac€ ot (b)) & rk=p(ra) e (b
& re((b): k)= (), por inciso (c) de la Proposicién 1.2.12

Se sigue que @1 ((b)) = {ra:r € (')} = (') a = (V'a), estd dltima igualdad es en virtud del inciso
(3) del Proposicién 1.2.11. Por lo tanto, (b'a) € (.

(<) Supongamos que se cumplen (i) y (ii). Veamos que ( es filtro de continuidad, por (i) tenemos
que A € (, nos resta mostrar que se cumple el inciso (2) de la Definicién 4.1.1. Sean (a),(b) € ¢ y
f € Homu ({(a) , A). Verifiquemos que f~1 ({(b)) € ¢, tenemos:

rae f7H((b)) & rf(a) = f(ra) € (b)
< re((b): f(a)).

Sea b’ € A tal que b = med(b, f(a))b’, entonces por el inciso (¢) de la Proposicién 1.2.12 tenemos que
(") = ((b) : f(a)) y por el inciso (3) de la Proposicién 1.2.11 y (i) se sigue que

FHb) ={ra:re M)} = (V) a= (Va) € C.
Por lo tanto, ¢ es un filtro de continuidad.

Q.E.D

El Lema 4.2.5 nos da otra manera de describir un filtro de continuidad en un DIP. Por otro lado, el
siguiente resultado nos permite afirmar que en un DIP los filtros de continuidad que no tienen al ideal
cero son filtros lineales.

Teorema 4.2.6. Sea A un DIP y { C Z(A) no vacta, tal que 0 ¢ (. Las siguientes condiciones son
equivalentes:
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(a) ¢ es un filtro de continuidad.
(b) Las siguientes propiedades se cumplen para (:

(1) SileCydJeZ(A) tal que I < J entonces J € (.
(2) Sil,J €, entonces IJ € (.

(¢) ¢ es un filtro de Gabriel.

Dem.
(a) = (b) Supongamos que ¢ es un filtro de continuidad y sean I = (a),J = (b) € Z(A). Veamos que se
cumplen las propiedades (1) y (2):

(1) Supongamos que I < .J con I € (. Como 0 ¢ (, entonces existe A € A\ {0} tal que a = \b.
Consideremos el A-homomorfismo fy : A — A dada por fi(z) = xA. Entonces J = f; ' (I),
veamos que dicha afirmacién es verdadera:

(D) Sea z € f, '(I). Tenemos que 2\ = fy(z) € I. Existe a € A, tal que zA = aa = a(\b)
= ANz—ab)=0 = z=ab,pues \#0 = z € J=(b).
Por lo tanto, J 2 fy *(I).
(©) Sea x € J. Entonces x = b, para algin 3 € A. Tenemos
A(@) = fA(Bb) = A(Bb) = B(\b) = Ba € I = =z € f'(I).
Por lo tanto, J C f ' (I).
Lo previo muestra lo deseado.

(2) Supongamos que I,J € ( y considerando k = 1 en Lema 4.2.5 y del inciso (2) de la Proposicién
1.2.11 se sigue inmediatamente I.J = (ab) = (a) (b) € (.

Por lo tanto, se cumplen (1) y (2).

(b) = (¢) Supongamos que ¢ cumple con (1) y (2). Veamos que ¢ es un filtro de Gabriel, para ello
mostremos que ¢ cumple con los incisos (i) y (i4) de la Definicién 2.2.6.

(i) Sea I = (a) € ( y x € A. Por el Proposicién 1.2.12 inciso (c), se sigue que <m> ={T:x)y

dado que I < <$> entonces de (1) obtenemos que (I : x) € (.

mcd(a,z)

(i7) Sean I = {(a),J = (by € T(A) tales que I € ( y para cada z € I, (J : z

€ (. En particular,
(J : a) € ¢ y por el Proposicién 1.2.12 inciso (c) se tiene que <m> = (J : a) y dado que

I < (mcd(a, b)), entonces por (1) se obtiene que J = <ﬁ> (med(a, b)) € C.

Por lo tanto, de (i) y (i7) se concluye que ¢ es un filtro de Gabriel.
(¢) = (a) Es la Proposicién 4.1.6.
Q.E.D

El teorema previo nos da la clasificacién de los filtros de continuidad en un DIP que no tienen al ideal
cero y concretamente nos dice que son los filtros de Gabriel que no tienen al ideal cero. Entonces, en un
DIP, ; qué relacién hay entre los filtros de continuidad que tienen al ideal cero y los que no?

Proposicién 4.2.7. Sea A un DIP y ¢ un filtro de continuidad en A.

(a) Si0 €, entonces ¢\ {0} es un filtro de continuidad, de hecho es filtro lineal.

(b) Si0¢ ¢, entonces ¢ U{0} es filtro de continuidad.
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Dem.
(a) Supongamos que 0 € . Obviamente A € ¢\ {0}. Veamos que se cumple el inciso (2) de la Definicién
4.1.1, para ello sean I, J € ¢\ {0} y g € Hom4 (I, A).

Verifiquemos que g=1(J) € ¢ \ {0}. Ya sabemos que g~1(J) € ¢, asf
e Si g =0, entonces g~1(J) =1 € ¢\ {0}.

e Si g # 0, entonces por el inciso (1) de la Proposicién 1.2.11, se sigue que g es inyectiva, en particular,
Im(g) # 0, y dado que J # 0, entonces 0 # Im(g) - J C Im(g) N J, asi que Im(g) NJ # 0, por lo
tanto, 0 # g~1(J), es decir, g~ (J) € ¢\ {0}.

Por lo tanto, ¢ \ {0} es un filtro de continuidad que por la proposicién anterior es filtro lineal.

(b) Supongamos que 0 ¢ (. Claramente A € ( U {0}, por lo que nos resta verificar el inciso (2) de la
Definicién 4.1.1, para ello sean I, J € (U {0} y f € Homy (I, A).

Veamos que f~1(J) € (U{0}. Ya sabemos que f~1(J) € (, asf
e Sil,J ¢ {0}, entonces f~1(J) € CU{0}.
e Si I =0, entonces f~1(J) =0¢€ (U{0}.

e SiI#0y J =0, entonces por el inciso (1) de la Proposicién 1.2.11 se sigue que f es inyectiva, de
manera que f~1(0) =0 € ¢U{0}.

Por lo tanto, ¢ U {0} es filtro de continuidad.
Q.E.D

La Proposicion 4.2.7 nos dice que para estudiar los filtros de continuidad en un DIP basta con estudiar
a los filtros de continuidad que no tienen al ideal cero.

Corolario 4.2.8. Sea A un DIP y { C Z(A). Entonces ¢ es un filtro de continuidad si y solo si una de
las siguientes condiciones se cumplen:

(1) ¢ es un filtro de Gabriel.
(2) ¢ =g U{0}, donde G es un filtro de Gabriel.

Dem.
Aplicar el Teorema 4.2.6 y la Proposicién 4.2.7

Q.E.D

En conclusién, en un DIP la Proposicién 4.2.1 y el Teorema 4.2.2 nos dicen que todos los filtros lineales
son de la forma Lg r), ademds un filtro de continuidad es un filtro de Gabriel o es un filtro de Gabriel
unién el ideal cero, y por todo lo discutido en esta seccién se deduce que tanto los filtros de Gabriel (ver
clasificacién) como los de continuidad deben tener cardinalidad infinita, en contra parte el Corolario 4.2.4
nos dice que los filtros lineales pueden ser de cardinalidad finita y hay tantos como elementos del anillo.
Todo lo anterior responde parte de las preguntas planteadas sobre los tres conceptos de filtros (lineales,
de continuidad y de Gabriel) en un DIP.

4.3. Clasificacion de filtros de continuidad en productos finitos
de anillos

En esta seccién consideraremos un numero finito de anillos Aq,..., A, con unidad. Nuestra meta
n

principal es caracterizar los filtros de continuidad en el anillo producto A = H A;. A continuacién pre-

i=1
sentaremos funciones que usaremos durante todo el proceso de caracterizacion.
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Para cadai € {1,...,n} y a € A;, consideremos la siguiente funcién:
‘ N, Ja sij=1
5(1,(1)(]) E {0 Sl] #Z

Claramente d(; ,) € A.

Para cada i € {1,...,n} la proyeccién canénica sobre la i-ésima componente m; : A — A; esta
dada por m;(f) = f(i).

Para cada i € {1,...,n} la inclusién en la i-ésima componente ¢; : A; — A esta dada por ¢;(a) =
d(ia)-

Sabemos que cada m; es un homomorfismo de anillos y ademds para cada A;-mdédulo izquierdo M se
puede considerar como A-médulo izquierdo con el siguiente producto: Para cada f € Ay m € M,

fem :=m;(f)m = f(i)m.

Ahora, iniciemos preparando el terreno para llegar a nuestra meta, para ello comenzaremos con una
serie de afirmaciones basicas pero vitales; para el desenlace algunas con su prueba correspondiente y otras
sin prueba pues ya son muy conocidas.

Proposicién 4.3.1. Para cada i € {1,...,n} tenemos que las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(1)
2)
3)
(4)

m; es A-homomorfismo.
t; es A-homomorfismo.
Si I es ideal izquierdo de A, entonces m;(I) es ideal izquierdo de A;.

Para K ideal izquierdo de A; y considerando ambos como A-mddulos. Si f € Homy (K, A;), entonces
f € Homy, (K, A;).

Dem.
Seani € {l,...,n}, 7€ A, g he Ay x,y € A;.

(1)

2)

mi(g + fh) = (9 + 7h)(@) = mi(g) + 7(1)g(i) = mi(g) + mi(T)mi(h) = i(g) + T @ wi(h).

Por lo tanto, 7; es A-homomorfismo.

Sea j € {1,...,n}. Tenemos que:
(ti(@) + 71 () (5) = (i) + T0(1.)) (4) = 8i.e) (4) + T(1) (i (3)-
Si j # i, entonces
(ti(@) + 71i(y)) () = 0+ 7(j)0 = 0.
Si j = i, entonces
(@) +Tu@) () =z + i)y =c+Tey.

Se sigue que ¢; (z + 7o y) = 1;(x) + 71;(y). Por lo tanto, ¢; es A-homomorfismo.

Sea I un ideal izquierdo de A. Por (1) se sigue que m;(I) es A-submédulo izquierdo de A;, en
particular, es grupo conmutativo con la suma de A;. Ahora, sean a € A; y x € m;(I). Existe f € I,
tal que f(i) = m;(f) = 2. Como I es ideal izquierdo de A, entonces d; o) f € I, se sigue que:

ax = 0(i,a) (1) f (1) = 7i(d(3,0) f) € mi1).
Por lo tanto, m;(I) es ideal izquierdo de A;.
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(4) Sea K ideal izquierdo de A4; y f € Homa (K, A;). Veamos que f € Homy, (K, A;), para ello, sean
a€ A, r,y€ K.
flz+ay) = f(z) + flay) = f(@) + f (06,0 (@)y) = f@) + f (1i(00,0))y)
= f(@)+ f (6,a) 0y) = f(2) + 01,0y ® F(y) = f(2) + 7i((5,0)) F (1)
= f(z) +af(y).

Por lo tanto, se sigue que f € Homy, (K, 4;).
Q.E.D

El siguiente resultado previo a la demostracién del teorema principal es importante.

Lema 4.3.2. Sean Aq,..., A, anillos, A= HAi y sea ¢ es un filtro de continuidad en A.

=1

Si I € ¢, entonces para cada i € {1,...,n} se tiene que I; = I—IK7 €(, donde K; = A; sij#1iy
j=1
Ki :71'1‘([).

Dem.

n
Sea I €(yie{l,...,n}. Por el Teorema 1.2.3, se tiene que I = Hm([). La funcién &; = 1; o m; es
i=1
A-homomorfismo, pues por los incisos (1) y (2) de la Proposicién 4.3.1 ¢; y m; son A-homomorfismos.
Dado que ( es filtro de continuidad en A, se sigue que

&l ec

Afirmacion: § H =

Prueba.

(C) Sea f € 5;1(I). Tenemos que d(;, ¢iy) = ti o mi(f) = &(f) € I. Por lo que f(i) = d(;,53)) (i) € mi(1)

= fgﬁKj.

j=1
Por lo tanto, f H

(2) Sea g € HKj7 §i(g) = tiomi(g) = 6ig(iy) € I, pues g(i) € K; = m;(1).

Por lo tanto, H K; C&HI).
j=1
Se sigue que la afirmacién es verdadera, por lo tanto H K; ed.
j=1
Q.E.D

n

Teorema 4.3.3. Sean Ai,..., A, con unidad, A = HAi y ¢ una familia de ideales izquierdos de A. ¢
i=1
es un filtro de continuidad de A si y solo si para cada i € {1,...,n} existen (; filtros de continuidad en

A; tales queC:HCj = Hlj:IjECj

Jj=1 Jj=1
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Dem.
En esta demostracién consideraremos los siguientes A-homomorfismos: la proyeccién canénica m; : A —>
A; y la inyeccién candnica ¢; : A; — A coni € {1,...,n}.

(=) Supongamos que ( es filtro de continuidad en A. Sea i € {1,...,n}. En virtud de la Proposicién
4.3.1 incisos (c), podemos afirmar que la siguiente familia de A-mdédulos izquierdos es también de ideales
izquierdos de A;:

Ci:{ﬂ'i(I)ZIEC}.

Veamos que (; es filtro de continuidad en A;.

(1) Como A = HA“ se sigue que A; = m;(A) € ¢;. Por lo tanto, A; € (.
i=1

(i) Sean m;(I),m;(J) € ¢; y ¢ € Homa (m;(I), A;). Veamos que o~ (m;(J)) € ;.

Por el Teorema 4.3.1 inciso (2), se sigue que I = Hm—([). Para cada i definamos p; : I — m;(I)

i=1
dada por p;(x) = m;(x) y h; := ¢; [1. Ahora, para j € {1,...,n} \ {i} consideramos el A-homomorfismo
gj = hj o p; y para i consideramos el A-homomorfismo g; = ¢ o p;, entonces por la propiedad universal
del producto, existe un tnico A-homomorfismo @; : I — A tales que para cada j € {1,...,n} se cumple
que: mj 0 p; = gj; estoes, si f € 'y j€{l,...,n}, entonces

sopny =) fU) o sig#

Ahora, como J € (y ( es filtro de continuidad en A, entonces por el Lema 4.3.2 se sigue que @;I(Ji) €

¢, donde J; = H Kj, K;=A;sij#iy K;=m(J). Por definicién de ¢; se sigue que m; (4; (i) € G.
j=1
Afirmo que 7; (¢;'(J;)) = ¢~ (mi(J)). Veamos quién es ;' (J;):

fed () & fef—HwJ y eilh) e,

& VJG{L Snk fG) emI) y @i(f)0) € K;

& Vie{l,..np\{i}, fG) e m (D) vy fU) = @i(£)) € 4;
para j =i, f(i) € m(I) 'y @(f(i)) € mi(J).

& Vie{l....np\{i, fG) em(]) vy f(i) €y (m(]))

s fe[[L; donde Ly=mI)sij#i y Li=@ " (m(])
j=1

n
Esto es, ¢; ' (J;) = H L;. Por lo tanto, m; ((ﬁ;l(Ji)) = Y (m(J)) € .
j=1
n n
De (i) y (it) se concluye que ¢; es un filtro de continuidad. Més atn, ¢ = H ¢ = H I; . I € ¢
j=1 =1
n
Veamos que esto ultimo se satisface. Por construccion se sigue inmediatamente que { C H I I; €
j=1

Nos resta probar la otra contencién, sean I; € ¢; para cada i € {1,...,n}. Veamos que HIj € (. Por
i=1
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definicién de los (/s, se sigue que existen Ki,..., K, € ¢ tales que m; (K;) = I; y por el Lema 4.3.2 se
n

sigue que para cada i € {1,...,n} el ideal HK; € ¢ donde K} = Ajsij =iy K] =m(K;) = I;. En
=i
consecuencia,

n n

[Hz=NIIIx;| €¢
i=1 41

Por lo tanto, la afirmacién es cierta.

i=1

n
(<) Para cada i € {1,...,n}, ¢; es un filtro de continuidad en 4; y ¢ = H I;: I; € ¢j . Veamos
j=1
que ( es un filtro de continuidad de A.

(I) Para cada i € {1,...,n}, A; € (;, pues ; es filtro de continuidad, se sigue que A = HAi e (.
i=1

(II) Sean I = HIZ-,J = H Jj € (y ¢ € Homu(I, A). Veamos que ¢~ 1(J) € (.
i j=1

Observacién 1: Para cada i € {1,...,n}, y cada W € Z(A;), se tiene que 7; *(W) = H K, donde
j=1

K;=A;sij#iy K; =W. Verificacién:

ger'(W) & m(g)=g(i)eW « ge]]K;

j=1

Observacién 2: ¢ (J) = m ¢ (77'(J;)). Verificacién:
i=1

Fee™ () & o(f)ed
< Vie{l,...,n}, m(p(f)) e
& Vie{l,...,n}, o(f)enr ()
& el et ()

& fep! l L (M] =" (77" ().

i=1

Veamos que ¢! (7;'(J;)) € ¢ parai € {1,...,n}. Para ello, mostremos que Nu (p;) C Nu(m; o ¢)
para cada ¢ € {1,...,n}.

Por la Observacién 1, se sigue que:

Nu(p;) = I N Nu(m;) = [[ M;, donde M; = 1I; si j # iy M; = {0}
j=1

Nu(m; o) = ¢+ (Nu(m;)) = ¢! H N; |, donde N; = A, sij#iy N; ={0}
j=1

Sea f € Nu(p;), entonces 0 = p;(f) = f(i). Veamos que f € Nu(m; o ¢). Si f = 0, entonces no hay
nada que hacer f € Nu(m; o @), por lo que supondremos que f # 0, es decir, existe j € {1,...,n}\ {i} tal

que 0 # f(j) = m;(f) € I;.
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Consideremos el siguiente elemento de A:

. 1 ik+#£j
54j) = {0 s

Asi, f = Z 0rf. Ya que ¢ es A-homomorfismo, se sigue que ¢(f) = Z Orp(f), en particular ¢(f)(z) = 0,
=5 ki

esto es, p; o p(f) = 0. Por lo tanto, Nu(p;) C Nu(m; o). En virtud del teorema del factor existe

fi : I, — A; A-homomorfismo tal que el siguiente diagrama conmuta:

I 24T 4

I;

Como I; es ideal izquierdo de A; y f; es A-homomorfismo, entonces por la Proposicién 4.3.1 inciso (d)
se sigue que f; es A;-homomorfismo. Dado que (; es filtro de continuidad de A;, entonces

fHI) €
Por la conmutatividad del diagrama previo, se sigue que:

fiopi=miop = Pfl (ffl(Ji)) =(fi Opir1 (Ji) = (mi O‘PY1 (Ji) = 90_1 (Wfl(Ji))
= Ina; ' (f71() =t (m ().

n
Por la Observacién 1 se sigue que (f; o p;) " (J;) = H Kj(.l), donde KJ(-Z) =Iisij#iy Ki(z) = f71(T).

1
j=1
En consecuencia,

e (m () = ] K5
j=1

Ahora, para cada j € {1,...,n}, ¢; es filtro de continuidad de A; y como KJ(-i) € ¢, se concluye que
ot (m; 1(JZ-)) € ¢, por definicién de €. Por la observacién 2, se sigue que

n n n

=Nt @) =N 157 ) =11 (ﬂ K}”) ec.

i=1 =1 \j=1 i=1

Por lo tanto, ¢ es filtro de continuidad

Q.E.D

Como corolario del Teorema 4.3.3 tenemos la clasificacion de los filtros de continuidad en los anillos
principales conmutativos, en particular, los Z,, con n € N. Pero antes de esto, veamos la clasificacién de
los filtros de continuidad en un anillo principal especial.

Lema 4.3.4. Sea A un anillo local uniserial con ideal mdzimo M = {(a) y Z(A) = {Mj};zo. Los tinicos
filtros de continuidad de A son:

,E_M) = {Mj}fzo conk€{0,...,r}, donde M° = A, M" = 0.

Mds atn, los filtros de continuidad son los filtros lineales.

Dem.
Veamos primero que para k € {0,...,r}, C,gM) = {Mj}?:o es filtro de continuidad.
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(1) Ae¢™ pues A= MO = (a®) € M),

(2) Sean M* M’ e QEM) coni,j€{0,...,k} y ¢ € Homy (M, A). Veamos que

go_l (MJ) € C,(CM).

Por la Proposicién 1.2.19 se sigue que todos los ideales izquierdos de A son bilaterales, entonces son
totalmente invariantes. Asi, ¢ (Mk) C M* y como M* C M7, se sigue que

o (MF) C M7 = M* C o7t (p(M¥)) C o™t (M7).
Se concluye que ¢! (MJ) € (IEM).

De (1), (2) y la definicién de filtro de continuidad se concluye que C,EM) es filtro de continuidad. Més

aun es filtro lineal, solo falta verificar que si I,J € C,gM) con I C J, entonces J € C,EM), pero eso se
cumple trivialmente, y por esta condicién, se observa claramente que todo filtro lineal en A es filtro de
continuidad. Ahora, veamos que si ¢ un filtro de continuidad de A, entonces ( es de la forma anterior. Para

ello, sea kg = max {j €{0,...,r}: <aj> € C} Veamos que ¢ = Clif)w), la primera contencién es obvia, por
lo que solo falta verificar la contencién C,iiw) C (. Seale{0,...,kg}. Tomamos w = kg —I. Como ( es filtro
de continuidad, entonces (J\J’“0 : a“’) € (, esto dltimo es por el Teorema 4.1.2 inciso (i7). Afirmamos que
(MkO : a“) = M'. Mostremos la veracidad de esto tltimo; tenemos que a! € (Mko : a‘”) pues ala® = ako,
por lo que, M! C (Mk0 :aw). Ahora, (M’CO :a“’) = M para algiin i < [. Supongamos que 0 < i < [,
entonces en particular a*a® = a'tFo=! ¢ MFo_ se sigue que M*+tko=! C MFo lo cual no es posible, pues
i1+ ko — I < ko. Por lo tanto ¢ = [, es decir (Mk0 : aw) = M'. En consecuencias, C](Céw) C (. Por lo tanto,

G =¢
Q.E.D

B Ejemplo 4.3.5. Para p,r € N con p numero primo se tiene que los unicos filtros de continuidad en
Lyr son:

.\ K
,(Cp) ::{<pj>} con k€ {0,1,...,r}.
j=0
Sabemos que Z,r es local uniserial, y sus ideales son:

{0}

Verifiquemos esto ltimo; recordemos que Zyr lo podemos ver como Z/p"Z. Ahora, por el teorema de
correspondencia, sabemos que cada ideal de Z/p"7Z estin en correspondencia biunivoca con los ideales de
Z que contienen a p"Z y los ideales de Z son de la forma mZ con m € Z, entonces

P'ZCml — mlp’ <— me{pi:z‘:O,...,r}

Por lo que el conjunto de ideales en Z que contienen a p"Z es {p’Z 11 =0,... ,r}, en consecuencia,
el conjunto de todos los ideales de 7./p"7 es:

{piZ/prZ:i:O,...,r}.

Que en Zyr equivale a:

Por lo tanto, del Lema 4.3.4 se concluye lo deseado.
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Teorema 4.3.6. Sea A un AIP conmutativo con A = HDi X H E; donde cada D; es un DIP y cada
i=1 j=1
E; es un AIP especial. Sea ¢ un filtro de continuidad de A, entonces

¢=1I¢ =14
i=1 j=1

donde (; es filtro de continuidad de D; de acuerdo al Corolario 4.2.8 y &; es filtro de continuidad de E;
de acuerdo con el Lema 4.53.4

Dem.
El resultado se sigue de los teoremas 4.3.3, 1.2.20, el Corolario 4.2.8 y el Lema 4.3.4.

Q.E.D

m Ejemplo 4.3.7. Sean € N conn = [[.-, p;* donde p; es nimero primo y r; € N. Si ¢ es un filtro de
continuidad de Z,, entonces

¢=Ie.
=1

para ciertos k; € {0,...,1;} coni € {1,...,m}. Se sigue de los Teoremas 1.2.21 y 4.5.6.

Si bien los filtros de continuidad coinciden con los filtros lineales y de Gabriel en los anillos semisimples,
y en un DIP un filtro de continuidad y un filtro de Gabriel no distan mucho, resulta que en un producto
va se ve mas la diferencia entre éstos, el ejemplo que tenemos a la mano es Z,,. Para mostrar lo afirmado,
recordemos que los filtros de Gabriel en Z,, son de la forma:

Gz = {(i): V({(i)) N # =0}, donde & C Spec (Zy,) -

En virtud del teorema fundamental de la aritmética existen pq, ..., p, nimeros primos Unicos y existen
ni,...,n,. € N tales que n = Hr.zlp;”. Si n es primo, entonces Spec (Z,,) = {0}, en consecuencia, los
tnicos filtros de Gabriel son {0,Z,}, {Z,} que son los mismos para filtros de continuidad. Ahora, si n no
es primo, entonces r > 2 y el ideal cero no es primo, de modo que Spec (Z,,) = {(p1), ..., (Pr) }, esto quiere
decir que hay 2!5Pec(Zn)l = 27 filtros de Gabriel, pues por cada subconjunto de Spec (Zy,) le corresponde
un filtro de Gabriel y hay [];_,(n; + 1) filtros de continuidad, obsérvese que []j_,(n; +1) > 2" y la
igualdad solo se cumple si n; = --- =n,. = 1. por tanto, en general un filtro de continuidad no equivale a
un filtro de Gabriel, pero en este caso un filtro lineal es lo mismo que un filtro de continuidad, es decir,
coinciden en Z,, pero en general no tiene por que ser iguales, como lo muestra el siguiente ejemplo:

m Ejemplo 4.3.8. Es fdcil verificar que { = {2"Z : n € Ng} U {0} es un filtro de continuidad en Z. Por
lo tanto ¢ x ¢ es un filtro de continuidad en Z X Z, pero no es filtro lineal, ya que {0} x {0} € ( xC y
{0} x {0} C {0} x 3Z, sin embargo 3Z ¢ ¢, por lo que {0} x 3Z ¢ ¢ x (.

4.4. Moébdulos de cocientes en filtros de continuidad

En esta seccién, A denotard un anillo con unidad y ¢ denotard un filtro de continuidad sobre A.
Consideremos la siguiente relacion en ¢

< C(x(C dada por I<J << JCI.
Claramente < es un orden parcial en (, pues es el orden opuesto de la contencién directa.

Proposicién 4.4.1. ¢ es un copo dirigido.

Dem.
Sea I,J € (. Dado que ( es filtro de continuidad, se sigue que INJ € ( ycomo INJ C I, INJ C J,
entonces
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I<InJyJ<InJ.

Por lo tanto, ¢ es un COPO dirigido.
Q.E.D

Recordemos que cada ideal izquierdo I se puede considerar en A-Mod, de esta manera tenemos derecho
de considerar el conjunto Hom 4 (I, M) € Z-Mod.

Ahora, para cada I,J €  con I < J consideremos la siguiente asignacion:

ary :Homyu (I, M) — Hom 4 (J, M) dada por
ary(g) =g |, para cada g € Homu (I, M)

Proposicién 4.4.2. (HomA(I7 M), ozU) es un sistema directo.

Dem.
(1) Sea I € (. Para cada g € Homa (I, M), tenemos ar(g) = g [1= g. Por lo tanto, arr = idgom . (1,m)-

(2) Sean I < J < K. Para cada g € Homx (I, M) se tiene que
aggoars(g) =ayx(gls)=1(91s) k=9 link=9g k= arx(g).

Se sigue que ayx o ary = arx. Asf, (Homa (I, M), ay;) es un sistema directo en Z-Mod.

Q.E.D

Corolario 4.4.3. lim Hom (I, M) existe y es tnico.
Ie¢

Denotaremos al limite directo del corolario anterior como M), los elementos del limite directo M)
son de la forma [(f, )], donde I € Cy f € Homa (I, M).

Observaciones 4.4.4. Sean [(f,1)],[(g,J])] € M.

(a) Tenemos que:

(f, D] = (g, ))] = (f,1)~(9,]) <= aix(f) =ask(g) para algin K € ¢ conI,J <K
< f yg coinciden en algun K € { con K CINJ.

(b) Si 0 € ¢, entonces My = 0, pues para todo I € ¢ y f € Homu (I, M) se cumple que f =0 en el
ideal izquierdo 0, es decir, [(f,I)] =[(0,A)] (por el inciso previo de esta observacion (a)).

Hasta aqui, sabemos que M) € Z-Mod. Entonces, el siguiente paso es darle a A(¢) estructura de
anillo y a M estructura de A()-médulo izquierdo. Y en virtud del inciso (b) de 4.4.4 a partir de aqui
solo consideraremos filtros de continuidad que no tengan al ideal cero como elemento. Ya sabemos que
tanto A(s), como M(¢) son Z-médulos cuya suma esta dada por:

[(F, DI + (g, D] = [(arx (f) + sx(9), K)], para I, J < K.

Con el fin de obtener lo deseado, definamos la siguiente operacién: e : Ay x M(¢) — M(¢) dada por
(D))o [(€.)] = [(€0 AA1(J)], para todo [(A1)] € A y [(€, )] € M.

Representado en un diagrama es:

AT 2 T S M

oA
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Proposicion 4.4.5. e es biaditiva.

Dem.
(1) Veamos que e esta bien definida. Para ello, sean [(A, I)] = [(\, I")] € Ay y [(§, )] = [(£',J')] € M(¢).

Veamos que [(€0 A, A"1())] = [€ o X, X=1(7')]. Como [(\, I)] = [(N',I')], entonces existe K € ¢
con K C INI tal que A es igual a A en K. Similarmente, existe L € ( con L C J N J’ tal que £ es igual
af en L.

Las siguientes afirmaciones se cumplen trivialmente:
(@) ANL) A (InT)C A () ST
(ii) N"HL) SN Y InJ) TN Y)Y CT.

Se sigue que A~H(L)NN (L) C INTI’' € ¢, por lo que K’ = KNA~Y(L)NXN (L) € ¢. En consecuencia,
para cada s € K’ se obtiene:

§oA(s) =E(N(s)) =& (N(s)) =& o XN(s).

Por lo tanto, [(£ 0 A, A, 1 ()] = [(€L o AL, N1 (J"))], es decir, o estd bien definida.

a’ a

(2) Ahora, veamos que e es biaditiva. Sean [(X, I)], [(X, I")] € Ay y [(€, )], (&', )] € M. Tomemos
K=X"YJ)nXN~Y(J) € ¢, para cada a € K tenemos

ANa),N(a) €J = Ak +N k) (a) €J =>a €\ x +N k) (J),
es decir,
KC Ok +N 1) (). (i)
(a) Por (i), tenemos que

(D] e (& D]+ [N, I e (& )] = [(EoNATHI))] + [(Eo N, XNH))]
ok +Eo XN Ik, K]
o\ Ik +X 1K), K)]

= [(€o Ok +X 1), O T +X 1) ™ ()]
=[N Tk +X Tk, K)] @ (€, ])]
= [\ DI+, ) o [(€, )] -
Por tanto, e se distribuye por la derecha.
(b) Sea K =JnNnJ €.
(A, D] o ([(§, )] + [(£, T)])

(A D[ K)]
[(¢ Ko)\+§ KO)\)\ L(K))]

[(€ T oA ATHE)) ] + [(€ Txe oA, (K))]
[\ )] @ [(€ 17, K)] + [(A I)]-( K)]
(A D] e [(&1)] + (A1) e [(5’,J)]

De (1) y (2) se concluye que o es biaditiva.
Q.E.D

Corolario 4.4.6. (A(¢),+,e) es un anillo y (M), +,®) es un Ay-mddulo.
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Dem.
Nos resta demostrar lo siguiente:

(@) Si[(A\ D] [N, I)] € Ay vy [(€,J)] € M, entonces

[\ D] e ([N, I)] @ (€, 1)]) = ([(A D] & (X, T)]) @ [(€, )]

Mostremos la veracidad de lo afirmado:

([N D] o [N, 1)) @ [(€, )] = [(N oA Ia-rmy, ATHIN) ] @ [(€, )] =
[(fo (N o M19) Tnvant, Ly )ty A 0 A ) (J)ﬂ :

A=l

Como (X oA [)\_1(1/))71 (J)y=2A [;\,11([,) (N71(J)), entonces

([ DY o [N, 1)) @ [(€ D] = [(A a1y, ATHID)] @ [(E0 N NTHI))]
[\ DT e ([N, 1)) & [(€,)]) -

(i) [(ida, A)] es la identidad en A.

Mostremos la veracidad de lo dicho. Sea [(A, I)] € A().

[(ida, A)] o [\ D)] = [(Aoida,idy (1)) = (A 1)] = [(ida oA, A7H(A))] = [(A, 1))  [(ida, A)].

Esto prueba lo deseado.

(i) Sea [(£,.)] € Mg,
[(idA’ A)] b [(57 J)] = [(6 oida, idZI(Jm = [(67 J)]

De (i), (ii) y (4i7) se concluye lo deseado.

Q.E.D

Definicién 4.4.7. Sea A un anillo y ¢ un filtro de continuidad de A. Para cada M € A- Mod, su mdédulo
de cocientes sobre ( es el mddulo M.

Recordemos que para cadam € M, f,, : A — M dada por f,,(a) = am es A-homomorfismo. Mds atin,
el morfismo ® : M — Hom 4 (A, M) dado por ®(m) = f,,, es un isomorfismo (de grupos conmutativos).

Ahora, consideremos la siguiente funcién: ¢y : M — My dada por @ (m) = [(fm, A)].
Proposiciéon 4.4.8. ¢, es un homomorfismo de grupos, y si M = A, entonces p4 es un homomorfismo
de anillos.

Dem.
Sean my,ms € M.

QOZV[(ml +m2) = [(fm1+m27A)] = [(fml + fmzaA)] = [(QAA(fm1) + aAA(fMQ)vA)]
[(frnrs AN+ [(fina, A)] = a1 (ma) + oar(m2).

Por tanto, ¢ps es homomorfismo de grupos (conmutativos).

Ahora, supongamos que M = A y sean a,b € A. Tenemos:
pa(ab) = [(fap, A)] = [(fs © fa, D] = [(fs © fa, fi ' (A)] = [(fas A)] @ [(fo; A)] = pa(a) e pa(b).
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Q.E.D

De la proposicién previa se sigue que a M) le podemos dar estructura de A-médulo, cuyo producto
por escalar - : A x My — M) esta dado por a - [(f, )] = ¢a(a) e [(f,1)].
Corolario 4.4.9. ¢); es A-homomorfismo

Dem.
Seana € A, m,n € M.

em(m+an) = [(fmtan, A)] = [(fm + fan, A)] = [(fm, A)] + [(fan, 4)]
= on(m) + [(fn 0 fas A)) = oar(m) + [(fn © fa, fo 1 (A))]
=om(m) +[(fo, A)] o [(fn, A)l = om(m) + a - [(fn, A)]
=pp(m)+a-opn).

Por lo tanto, ¢js es A-homomorfismo.

Q.E.D

Ahora, consideremos la siguiente asignacién: F; : A-Mod — A)-Mod dada por
» Para cada M € Obj(A-Mod), F¢(M) = M.
= Para cada f € Homa(M, N), F¢(f) = f), donde
foy: My — N estd dada por
fiolle, D)) =[(few, )] para cada [(,I)] € M(c).

Ahora, veamos que si f € Hom (M, N), entonces f() estd bien definido. Para ello, supongamos que
[(p, )] = [(&, J)], entonces existen K € ¢ con I,J < K tal que ¢ [k= ¢ k.

Asi, fo ((p e ) =fo (gb e ), se sigue que (f o) [xk= (fo @) Ik . Por lo tanto, f() estd bien
definida.
Proposicién 4.4.10. F; es un funtor covariante.

Dem.
(1) Por definicién, para cada M € Obj(A-Mod), F¢(M) € A)-Mod.

(2) Sean f € Homa(M,N) y g € Homa(N, K). Para cada [(p, )] € M(¢), tenemos:

= Fe(go (e, D)) = (g0 ioy(le: 1)) =[((go flow, D] =[(go (f o), I)]
=9 ([(f o, D)) = g(¢) © fioy([(: D)) = Fe(g) o Fe(f)([(0, D))

Por lo tanto, F¢(go f) = F¢(g) o F(f).

= Fe(ida)([(@, D)) = [(idn o9, )] = [(0, 1)] = idas, ([(0, D)])-
Por lo tanto, F¢(idys) = idag, .

De (1), (2) se sigue que F; es un funtor covariante.

Q.E.D

Proposicién 4.4.11. F; es exacto izquierdo.

Dem.
Sabemos que Hom 4 (7, ) es exacto izquierdo y hﬂ(,) es exacto, se sigue que F es exacto izquierdo.
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Q.E.D

Sea Fé 1 Ai)-Mod — A-Mod el funtor olvidadizo que manda cada A )-médulo a si mismo pero
considerado con la estructura de A-mddulo. Tomemos L, = Fé o Fp.

Proposicion 4.4.12. La clase {@M}MeObj(A-Mod) conforma una transformacion natural ¢ : id o~ prog —
L. .

Dem.
Sea g : M — N en A-Mod. Entonces, para cada m € M, tenemos:

= oy og(m) =pn(g(m)) = [(fom), A)]-
= gy o om(m) = gy ([(fm, A)]) = [(g © fmn, A)].

Ahora, para cada a € A, go fi,(a) = glam) = ag(m) = fym)(a), se sigue que go fr, = fyim)-

Por lo tanto, g¢¢) © ¢ (m) = pn o g(m), es decir, el siguiente diagrama conmuta:

M—2 s N

o | =

My <57 No

Por lo tanto, ¢ es una transformacién natural.

Q.E.D

Si consideramos dos filtros de continuidad (1, (> de A tales que ¢; C (o y para M € A-Mod conside-
remos la siguiente operacién: 7,7 : M,y — M,y dada por mi ((f,D]1) = [(f, D))a

Proposicién 4.4.13. Para M € A-Mod, 77]1\/’12 es un A-homomorfismo.

Dem.

My es una funcién, porque si [(f,1)]: = [(g,J)]1 € M¢,), entonces existe K € (1 C ( tal que f =g en
K. por lo tanto, [(f, )]s = [(g,J)]2 en Mc,). Ahora, veamos que 77%/’[2 es un A-homomorfismo; para ello,
sean [(f,I)]1,[(g,J)]1 € M(¢,) y a € A, entonces

mi (£, D)1+ al(g, D) = myi (D] + [(Fa, D)y (g, D) = mar (£ D]a + [(90 far £ H(D)],)
=m7i ((f 1,90 fa 1, K1) s D2 K €¢1 C G tal queK C 1N fH(J)
=[(f 1,90 fu I, K)y = [(f. D))z + al(g, )2

1,2
Por lo tanto, 1, es un A-homomorfismo.

Q.E.D

De hecho, la Proposicién 4.4.13 nos dice de manera casi inmediata que tenemos una transformacion
natural entre los funtores correspondientes L; y Lo, como se describe abajo.

Proposicién 4.4.14. Sean (1, (2 filtros de continuidad tales que (1 C (2 y sean Fy : A-Mod — A¢,)-
Mod y F» : A-Mod — A(c,)-Mod los funtores dados por Fy : M — M,y y Fy : M — M(,). Sean F| y

F} los funtores olvidadizos, respectivamente, y Ly = F{oFy, Lo = FjoFy. Entonces, {ni}f M € A- Mod}

conforma una transformacién natural n'? : L1 — Lo, tal que si ¢1 y @3 son las transformaciones
naturales correspondientes presentadas en la Proposicion 4.4.12, entonces %% o o1 = ps.
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Dem.
Sea g : M — N un A-homomorfismo. Ya que para todo [(h, K)]; € M(¢,) tenemos que

9(e2) © i (A K1) = gieo) ([(By K)2) = [(g © By K)o = ny*([(f o by K1) = my® 0 gy ([(hs B)).
Entonces el siguiente diagrama conmutas:

1,2

e
M(Cl) = M(Cz)

9((1)l lg(@)

Ny —3 =N
N

Por lo tanto, n'? es una transformacién natural. Por definicién es claro que 72 o 1 = @s.

Q.E.D
Ahora, para cada filtro de continuidad ¢ existe un prerradical asociado r¢, el cual es definido como:
re(M) = Nu(go%/[) ={m e M : existe I € { tal que Im =0}, con M € Obj(A-Mod).

En otras palabras, r¢ = Nu(<p<), donde <p< :idA-Mod — L¢ es la transformacién natural asociada a ¢
como en la Proposicién 4.4.12, veamos que efectivamente ¢ € A-pr.

Observacién 4.4.15. M € T,. <= Para todo m € M, existe Km € ¢ tal que Km C ann(m).

Proposicién 4.4.16. r. € A-pr y para cada M € A-Mod y todo N < M se tiene que r¢(N) = NNre(M).

Dem.
(1) Veamos primero que r¢ € A-pr, para ello, sean M, N € A-Mod y f € Homy (M, N).

e Claramente r¢(M) < M.

SE
I\;\/ll

e Seam € r¢e(M), existe I, € ¢ tal que I,,m = 0, asi, para todo a € I, af(
esto implica que I,,, f(m) = 0, es decir, f(m) € r¢(N). Por lo tanto, f(r¢(

(2) Sea M,N € A-Mod con N < M, veamos que r¢(N) = N Nre(M).

(©) Sin € re(N), existe I € ¢ tal que In = 0, esto implica que n € r:(M), pues N < M. Por lo tanto,
Tc(N) - Nﬂrc(M).

D) Sine NNre(M), entonces n € N y n € re(M), implica que existe J € { tal que Jn =0, n € N,
< <
Se sigue que n € r¢(N). Por lo tanto, r¢(N) 2 N Nr¢e(M). Se concluye que r¢(N) = N Nre(M).

Q.E.D

Corolario 4.4.17. r¢ es exacto izquierdo, idempotente y T,. es cerrado bajo monomorfismos.
Los siguientes dos resultados son presentados en [10, Chapter IX, Lemma 1.3, Lemma 1.4]

Proposicién 4.4.18. Sea M € Obj(A-Mod). Si x = [({,1)] € M, entonces el siguiente diagrama
conmuta:

donde B,(a) = ax para cada a € A.
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Dem.
Sea a € I, tenemos que;

(1) pot(a) = [(fe: D]
(2) Brou(a) = Bu(a) = pala)e = [(fu, A D] = [(£ 0 fa, £ ()]

Ahora, I € Cy f;71(I) € ¢, entonces I N f,1(I) € ¢. Asi que para todo b € I N f, (1),
(§ 0 fa) (b) = &(ba) = bE(a) = fe(a)(D)-

Entonces, [(fg(a),A)] = [§ o fa, fa_l(I)}. Por lo tanto, @p; 0 & = B, 0ty
Q.E.D

Recordemos que cada prerradical r, denotamos como T, a la clase de todos los A-mdédulos tal que
r(M) = M, y esta es una clase que es cerrada bajo sumas directas y epimorfismos. Ya que r¢ es exacto
izquierdo, por tanto idempotente, entonces T, es también cerrado bajo monomorfismos.

Proposicién 4.4.19. Sea M € Obj(A- Mod) y ¢ = ¢¢ la transformacion natural asociado a ¢. Entonces,
M)/ Im (¢nr) € Ty

Dem.
Sea m = [(&, 1)] 4+ Im (orr) € M(¢). Tenemos que

ann (M) ={a € R:a[(& )] € Im(pm)}.

Por la Proposicién 4.4.18 a[(£,1)] = [(fe(a), A)]. entonces para todo a € I, a[(&,1)] € Im (o). Asi,
I C ann(m). Por la Observacién 4.4.15, M(¢)/Im (¢oar) € T,

Q.E.D

Siendo 7¢ un prerradical exacto izquierdo, su correspondiente filtro lineal asociado es:

L, ={I€I(A): A/TET,.}.

Proposicién 4.4.20. L, es el filtro lineal menor que contiene a ¢. En otras palabras, L.. = L((), en
concordancia con la notacion de la Proposicion 4.1.10

Dem.
Veamos primero que ¢ C L, ., para ellos describamos de manera mds explicitamente £,... Como:

T,={M e A-Mod | r(M)=M}={M € A-Mod | Nu(py) = M}
={M € A-Mod | para todo m € M, [(fm,A)] =[(0,A4)]}
={M € A-Mod | para todo m € M, existe J,, € ¢ tal que J,,m = 0}
={M € A-Mod | para todo m € M, existe J,, € ¢ tal que J,,, C ann(m)}.

Entonces,

L. ={IcZ(A)| paratodoac A, existe J, € ¢ tal que Jy(a+1) =1}
={I €Z(A) | paratodoa € A, existe J, € (tal que J, C (I :a)}.

Ahora, por el Teorema 4.1.2 inciso (i7) se tiene que para cada J € (ya € A, (J:a) € (,estoes, ( C L.
Por 1ltimo, mostremos que £, es minimo con esa propiedad; para ello, sea L el filtro lineal mds pequernio
que contiene a ¢, esto es, si L' es filtro lineal tal que ¢ € L', entonces £ C £'. En particular, £ C L,
para mostrar la otra contencién consideremos I € L, se sigue que para todo a € A, existe J, € ¢ tal que
Jo C (I : a), en particular, para a = 1 existe J; € ¢ tal que J; C (I : 1) = I. Dado que ¢ C L, entonces
J1 € L, en consecuencia, I € L. Por lo tanto, £ = L,.., es decir, L, es el filtro lineal més pequenio que
contiene a (.
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Q.E.D

Note que un filtro de continuidad ¢ es un filtro lineal si y solo si ¢ = L,... Este es el caso de los filtros
de continuidad en anillos principales especiales (ver Lema 4.3.4).

Proposicion 4.4.21. Sean Ay, ..., A, anillos con unidad y (1, ..., filtros de continuidad en A+, ..., A,
respectivamente. Si (1,...,( son filtros lineales, entonces L = (1 X --- X (. también es filtro lineal en
A=A x---x A,.

Dem.

Ya sabemos que L es filtro de continuidad en A, entonces para ver que es filtro lineal nos resta mostrar
quesil =L x---xI,e LyJ=J X --xJ. €Z(A) tal que I C J, entonces J € L. Pero I C J significa
que I C Ji, pero como cada (i es filtro lineal y I, € (i, entonces Ji € (, se sigue inmediatamente que
J € L, es decir, L es filtro lineal.

Q.E.D

Esto nos dice que el producto directo de filtros de continuidad en AIP’s especiales son lineales, y
ademads con elemento minimo. En particular, los filtros de continuidad en Z,, son lineales con elemento
minimo.

4.5. Filtros de continuidad con elemento menor

Claramente en Z,, los filtros de continuidad ( tienen la particularidad que N¢ € ¢, e.d., ¢ tiene elemento
mmenor. En general, podemos describir los médulos de cocientes sobre filtros de continuidad con elemento
menor.

Proposicion 4.5.1. Sea ¢ un filtro de continuidad de un anillo A con elemento menor m. Entonces, m
es un ideal de A.

Dem.

Nos resta mostrar que m es un ideal derecho, pues ya es ideal izquierdo. Veamos que es ideal derecho.
Consideremos a € Ay h, : A — A dada por hy(x) = za, para todo = € A, que claramente es un
A-homomorfismo, entonces h; ! (m) € ¢, y dado que m es el elemento menor de ¢, entonces m C h; ! (m)

= ma = h, (m) C hy (hy' (m)) =m.

a
Por lo tanto, m es ideal bilateral.

Q.E.D

Como consecuencia, m es un (A, A)-bimédulo. Por lo tanto, podemos considerar el producto tensorial
T,(m) = @, m, el cual es un (A, A)-bimédulo. Podemos usar este bimédulo para describir como A-
modulos a los médulos iterados de cocientes en filtros de continuidad con elemento menor.

Para cada filtro de continuidad ¢ y M € Obj(A- Mod) definimos para cada n € N el A-médulo M,

como sigue:
- M(l) = M(C)’ sin=1

n M(n) = [M(n—l)} ©) sin>1.

Proposicién 4.5.2. Sea A un anillo y ( un filtro de continuidad de A con elemento menor m. Entonces,

para cadan € N y M € Obj(A- Mod), tenemos que M,y = Hom (T;,(m), M) € Obj(A- Mod).
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Dem.

Sean € N, M € Obj(A-Mod), I € (y f € Homu (I, M), como m € (, entonces [(f [m,m)] = [(f,])]
en M¢y. Ahora, que por la Proposicién 4.5.1 sabemos que m es (A, A)-bimédulo, entonces Hom 4 (m, M)
tiene una estructura de A-mdédulo izquierdo, asi

M(l) = M(C) = {[(f,m)] : f (S HOIDA (m, M)} = HomA (m, M) = HOIDA <T1<m),M) .
Ahora supongamos que el isomorfismo existe para n — 1. Entonces

My = [M(n_l)] © >~ Homy (T),—1(m), M)(C) >~ Homy (Th(m), Hom 4 (T),—1(m), M))
>~ Homy (Tp,(m), M) .

En virtud del principio de induccién matematica se obtiene lo que se desea.

Q.E.D

En particular podemos observar dos cosas, la primera es que todo filtro de continuidad ¢ en Z,
cumple con la Proposicién 4.5.2, es decir, en Z,, podemos describir los médulos iterados de cocientes sobre
cualquiera de sus filtros de continuidad mediante su elemento menor y la segunda es que tenemos que
para cada M € Obj(A- Mod) su médulo de cociente sobre un filtro de continuidad ¢ con elemento menor
es descrito como My = Homa(m, M). Por lo tanto, en este caso, hablaremos de médulos de cocientes
que conmutan con productos.

Corolario 4.5.3. Para cada anillo A, sea ¢ un filtro de continuidad de A con elemento menor m. Sea
{Mx}yca una familia de A-mddulos izquierdos. Entonces:

(H MA) = [T M)
©

AEA AEA

Dem.
Como ( tiene elemento menor, entonces:

(H MA> >~ Homy (m, 11 M,\> = ] Homa(m, My) = T (Ma)e)-
©)

A€EA A€EA A€A A€A

Q.E.D

Note que si ¢ es un filtro de continuidad con elemento menor m y M € Obj(A-Mod), entonces
Nu(¢p) = {w € M : mw = 0}. En particular, podemos describir los anillos cocientes sobre cada filtro
de continuidad de un AIP especial. Recordemos que estos filtros de continuidad estdn completamente
descritos en el Lema 4.3.4.

Proposicién 4.5.4. Sea A un anillo local uniserial de longitud de composicion n, e.d., J*1 # 0 y
J" =0, donde J = (a) es su ideal mdzimo. Sea { = {Jj }5:0 filtro de continuidad de A, con 0 < k < n.
Entonces Ay = AJJ"F.

Dem.

Afirmamos que el isomorfismo es justo w4 : A — Ay dado por wa(a) = [(fa, A)], para todo a € A.
Mostremos que ¢ 4 es sobre: sea [(f, J*)] € A¢¢y- Ya que A es local uniserial, es inyectivo como A-médulo,
asf que existe g : A —» A tal que f = g en J*. Por lo tanto, ¢4(g(1)) = [fy1), 4] = [(9,4)] = [(f, T*)],
esto muestra que ¢, es sobreyectiva. Por el primer teorema de isomorfismo se sigue que A/ Nu(p4) = Aey-
Finalmente veamos que J" % = Nu(p,); sabemos que Nu(p4) € Z(A), es decir, Nu(p,) = J' = (a!)
para algin I € {0,1...,n}. Entonces, aFtt = g*a! = 0. Ahora, para cada za"~* € J"*, tenemos que
a® (ma"‘k) = 0, y recordando que los ideales en A son bilaterales, se sigue que existe y € A tale que
akfz = ya¥, ast a¥ (xa”_k) = ya*a" % = ya™ = 0. Por lo tanto, J" =% C Nu(p4) = J', es decir, | < n — k.
Ahora, si | < n — k, entonces | + k < n, es decir, '™ # 0, lo cual no es posible, pues a!** = 0. En
consecuencia, J"F = Nu(pa).
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Q.E.D

De hecho, cuando consideramos filtros de continuidad con un elemento menor sobre cualquier anillo
auto inyectivo, el médulo de cocientes de cualquier ideal también es un ideal. Primero recordamos un lema
1til sobre médulos cuasi-inyectivos. Para més informacién ver [2], Chapter 5, Sections 16 and 17.

Lema 4.5.5. Sea A un anillo y M € Obj(A- Mod) cuasi-inyectivo. Sea K < N < M. Si K es un
submddulo totalmente invariante (t.i) de M, entonces es un submddulo totalmente invariante de N.

Dem.
Sea M € Obj(A-Mod) cuasi-inyectivo y supongamos que K <;; M. Sea f € Hom4(N, N). Dado que M

es cuasi-inyectivo, entonces existe f € Hom (M, M) que extiende a f. Por lo tanto, f(K) = f(K) < K.

Q.E.D

Proposicién 4.5.6. Sea A un anillo auto inyectivo y  un filtro de continuidad en A con elemento menor
K. Si L es un ideal de A, entonces L) es isomorfo a un ideal de A).

Dem.

Ya que Fy es un funtor exacto izquierdo (ver la Proposicién 4.4.11), entonces F¢(v) : Ly — R(¢), el
cual esta dado por [(f, K)] + [(t o f, K)], es un monomorfismo de R()-médulos, donde ¢ : L — R es la
inclusién. Por lo tanto, W = F¢y(¢) (L(C)) = L(¢) es un ideal izquierdo de R¢). Veamos que W es también
un ideal derecho. Sea [(\, K)] € R(¢) y [(g9, K)] € W, existe [(f, K)] € L) tal que [(co f, K)] = [(g, K)].
Notemos que cada homomorfismo ¢ : K — R satisface ¢ 1K) = K, ya que £ 1(K) € ( y K es el
elemento menor de ¢. En particular, f~Y (LN K) = (1o f)"Y(K) = K, asi Im(f) < LN K. También
A 1K) = K, entonces Im()\) < K. Por lo tanto [(g, K)] e [(A\,K)] = [(to f,K)] e [(\,K)] = [(\ o h, K)],
donde h : K — K es tal que z — f(z). Dado que L y K son ideales, entonces L N K es un ideal, e.d.,
es un submodulo totalmente invariante de R. Como R es auto-inyectivo, por el Lema 4.5.5, L N K es un
submédulo totalmente invariante de K. Por lo tanto, \(LNK) < LN K, donde A\; : K — K es tal
que x — A(x). Asi que existe un homomorfismo k : K — L tal que x — A(f(z)), asi que Aoh = 10 k.
Concluimos que [(g, K)] o [(A\, K)] = [(to k, K)] € W, por tanto W es un ideal de R ).

Q.E.D
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Capitulo

Perspectivas de investigacion

Este capitulo se destina a poner las incégnitas que se presentaron, asi como nuevas ideas y que requieren
mas tiempo de investigacion.

5.1. Clasificacién de filtros de continuidad en anillos especificos

Pregunta 5.1.1. Vimos que en los anillos auto-inyectivos, todos los filtros lineales son de continuidad,
&y que hay del reciproco? slos conceptos de filtros de continuidad y los filtros lineales son equivalentes?

Pregunta 5.1.2. Ademds de AIP, DIPs, anillos locales uniseriales, sen que otros anillos podemos clasi-
ficar los filtros de continuidad?

5.2. Filtros de continuidad en anillos de cocientes
Dado un filtro de continuidad ¢ en un anillo A

Pregunta 5.2.1. ;Como son los filtros de continuidad en A ?
Pregunta 5.2.2. ;Hay alguna relacion de los filtros de continuidad en Ay con (¢

Pregunta 5.2.3. ;Podemos asociar a ¢ un filtro de continuidad especifico en A ?

5.3. Iteracion de modulos de cocientes

Para cada filtro de continuidad ¢ en un anillo A y M € Obj(A4- Mod), tenemos que
M(C) € Obj (A— Mod) R
por lo que podemos aplicar de nuevo el cociente a éste y obtendremos
(M(C))(C) € Obj (A-Mod).

De esta manera, definimos para cada n € N el A-médulo M,y como sigue:

- M(l) = M(C)’ sin=1

L] M(n) = [M(nfl)}(o, sin>1.

Las cuestiones son las siguientes:
Pregunta 5.3.1. ;EIl proceso iterativo se estaciona? Es decir, existe ng € N tal que para todo n > ng,
Mny = My,). Si la respuesta es afirmativa, sen que punto se estaciona?
Pregunta 5.3.2. Si M = A, ;para todon € N, A,y es anillo? Y en tal caso M) € A¢,)- Mod.

Pregunta 5.3.3. ;El limite directo de los A,y es un anillo? Si es asi, ;El limite directo de los My, serd
un modulo sobre el limite directo de los A,y ?
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5.4. Filtros de continuidad en moddulos

Ahora bien, nos fijamos en la definicién de filtro de continuidad, uno se puede dar cuenta facilmente
que este concepto se puede extender a cualquier A-médulo izquierdo, dando como resultado la siguiente
definicién (de hecho esto produce médulos de cocientes sobre dichos filtros de continuidad de médulos):

Definicién 5.4.1. Sea M € Obj(A- Mod) y ( C S(M). Diremos que ¢ es filtro de continuidad en M
st cumple:

(1) M e,
(2) Si K,L ey feHomy(K,M), entonces f~* (L) € (.

Bajo este concepto, planteamos las siguientes incognita ;Se podria hacer teoria en la misma direccién
que el capitulo previo?, es decir, podemos encontrar teoremas analogos a los que obtuvimos en el caso de
los filtros de continuidad en un anillo A, por ejemplo:

Pregunta 5.4.2. ;En que mddulos se pueden clasificar los filtros de continuidad?

Pregunta 5.4.3. Sean M, ..., My son A-mddulos. ;Qué relacion hay entre un filtro de continuidad sobre
M =TT M; y los filtros de continuidad de cada M;?

Por supuesto que se pueden plantear mas cuestiones concretas, pero como inicio seria bueno comenzar
con la clasificacién de estos filtros en médulos especificos.

5.5. Filtros de continuidad en médulos bajo equivalencias

Sin importar la eventual productividad de ampliar el concepto de filtros de continuidad en médulos iz-
quierdos, hemos observado que es posible establecer dicha definicion. Incluso podemos desarrollar médulos
de cocientes utilizando filtros de continuidad en mddulos, y el procedimiento de construccién es andlogo
al abordado en esta tesis. Esto se debe a que, al examinar detenidamente la demostracion, queda claro
que no depende de la estructura de anillo, sino mds bien de su estructura como A-mddulo izquierdo sobre
s{ mismo.

Considerando la posibilidad de extender el concepto de filtros de continuidad en moédulos izquierdos,
podemos llevar este enfoque a un nivel mas elevado, especificamente a un nivel categérico. En concreto,
al considerar dos categorias, A- Mod y B- Mod, surge la interrogante inicial: ; Cuéles son las condiciones
necesarias para establecer una «conexion» de filtros de continuidad de una categoria a otra? En este
contexto, se plantea la idea de funtores adjuntos como un punto de partida. Es decir, si tenemos un par de
funtores adjuntos entre las categorias A-Mod y B-Mod, jserd posible a través de ellos conectar filtros
de continuidad de un lado al otro? Esto es una pregunta bastante general, por ello, es mejor movernos
en un terreno mas manipulable y este es cuando A y B sean anillos Morita equivalentes, es decir, que las
categorias A- Mod y B-Mod son equivalentes.

Si A y B son Morita equivalentes, M un A-mdédulo izquierdo fijo y F : A-Mod — B- Mod el funtor
que induce la equivalencia, es decir, F' es pleno, fiel y denso. Tenemos que F(M) es un B-mdédulo izquierdo,
nos preguntamos jpodemos establecer una relacién entre los filtros de continuidad en M con los filtros de
continuidad en F(M)? Més explicitamente, la propuesta de relacién es la siguiente: Dado (js un filtro de
continuidad de M, para cada K € (js, consideramos la inclusién 1 : K < M, aplicamos el funtor F'y
tenemos F (vx) : F(K) — F(M), asi, podemos considerar el siguiente conjunto

F () == {Im (F (tk)) : K € Cur}-

F (Car) es un filtro de continuidad de F/(M)? En particular, jqué pasa cuando M = A?

Al estudiar los filtros de continuidad en un A-mdédulo fijo M, también podemos cuestionarnos cosas
como:

= ;Podemos dar ejemplos diversos?

= ;Qué podemos decir de los médulos de cocientes asociados?
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5.6. Categoria de mddulos filtrados
La categoria de A-mddulos filtrados es la categoria cuyos objetos son
Obj (A-ModFil) := {(M, () : M € A-Mod y (s es un filtro de continuidad sobre M} .
Para cada X = (M, (), Xy = (N, (n) € Obj (A- ModFil) su conjunto de morfismos es:
Homa. moarit (Xar, Xn) = {f € Homa(M,N) : VL € (n, f (L) € Cu )

y la composicién es la natural, esto es: para cada Xy = (M,(y), Xv = (N, (n), X = (L,(1) €
Obj (A-ModFil) y f € Homu moaril (Xnr, Xn), g € Homu moarin (X, X1), se tiene que

go f € Homa modri (Xn, XL), pues, para todo W € (, (go f) (W) = f~" (g7 (W)) € Cu,

donde esta ltima composicién «o» es la composicién usual de A-homomorfismos.

Veamos la veracidad de las propiedades de o que hacen que A- ModFil sea una categoria. Para ello,
sean Xy = (M, (), Xv = (N, (w) y X1 = (L, (1) :

(a) La asociatividad se cumple gracias a que es heredado de los A-homomorfismos.

(b) Para cada Xy = (M, () € Obj (A- ModFil), los A-homorfismos identidad idps : M — M estén
en Hom 4_ modril (Xar, Xar), pues para todo W € (y, id]_wl(W) = W. Por lo tanto, Y la propiedad
de estos homomorfimos es heredada.

Por lo tanto, A- MlodFil es una categoria. Es importante notar que esta categoria tiene su similitud con
la categoria de espacios topoldgicos, cuyos morfismos son las funciones continuas, y que sabemos que la
continuidad de una funcién esta definida mediante los espacios topolégicos de sus dominio y codominio,
y esta es una de las razones principales del por qué nombremos a los nuevos filtros como «filtros de
continuidad».

Ahora, podemos plantearnos las siguientes cuestiones:
Pregunta 5.6.1. ;Qué propiedades tiene esta categoria?

Pregunta 5.6.2. ;FEs posible describir una categoria de mddulos filtrados para un anillo especifico?
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Conclusiones

Los trabajos sobre teorias de torsion y prerradicales del grupo de Teoria de Anillos de México fundado
por el Dr. Francisco Raggi Cardenas son vitales y esenciales para el entendimiento de este texto, sin em-
bargo, es importante resaltar que este trabajo: Médulos de Cocientes sobre Filtros de Continuidad
abre una nueva ruta de exploracién en cuanto a localizacion.

El principal concepto que rodea este texto es: filtro de continuidad, que de hecho por la Proposicién
4.1.6 sabemos que generaliza el concepto de filtro de Gabriel. Asi, se tiene otra generalizaciéon de filtro de
Gabriel alterna a filtro lineal. Es entonces interesante comparar ambos tipos de generalizaciones en diversos
anillos especificos. En este trabajo, se compararon los tres conceptos de filtros en DIPs, anillos locales
uniseriales, en anillos conmutativos de ideales principales (AIP especial) y anillos semisimples, en
este ultimo los tres conceptos coinciden.

Dicha generalizacién es igual de 1til, pues todo el panorama o proceso de localizacion se puede definir
respecto a un filtro de continuidad ¢ cualesquiera, es decir, para un anillo A tenemos su anillo de cocientes
Ay, para cada M € Obj(A-Mod) tenemos su médulo de cocientes M, y con estos ingredientes se
forma la categoria A)-Mod. Tenemos un homomorfismo que conecta cada A-médulo M con su modulo
de cocientes M(¢) y que nosotros denotamos este A-homomorfismo como ¢y : M — M), también un
funtor F : A-Mod — A()- Mod que manda cada A-médulo a su médulo de cocientes M), un funtor
olvidadizo F¢ : A(¢)-Mod — A-Mod y en consecuencia obtenemos el funtor L := F/ o Fi : A-Mod —
A-Mod. Y una transformacién natural ¢ = {©as} preobj(A- Mod) : 1dA-Mod — L.

Ahora, en general sabemos que no se habia hecho localizacién sobre filtros lineales, sin embargo, en
AIP’s especiales, en los anillos locales uniseriales los filtros de continuidad coinciden con los filtros
lineales, de modo que al menos en estos anillo si podemos hacer localizacion en filtros lineales. Por otro
lado, una diferencia notable entre la localizacién sobre filtros de Gabriel y sobre filtros de continuidad
es la siguiente: si M € Obj (A-Mod), G es un filtro de Gabriel y ¢ es un filtro de continuidad, entonces
Mgy € Obj(A-Mod) y M) € Obj(A-Mod), por lo que tenemos la posibilidad de aplicarle de nuevo el
cociente y asi obtener que (M(g))(g) € Obj(A-Mod) y (M(Q)(C) € Obj (A-Mod). Entonces al aplicar
este proceso de manera inductiva se obtiene en el primer caso (sobre filtros de Gabriel) que el proceso se
estaciona en el segundo paso, es decir, todos los médulos obtenidos después del segundo paso son isomorfos
a este, y esta es la razén por la cual al mdédulo (M(g))(g) € Obj(A-Mod) se llama el médulo de
cocientes de M en G y se denota como Mg. Por otro lado, en el segundo caso, el proceso inductivo no se
estaciona, es decir, se puede continuar en ciertos casos de manera «infinita» sin obtener médulos isomorfos.
Entonces, una de las principales incégnitas es; jlos mddulos de cocientes sobre filtros de continuidad
obtenidos de manera iterativa a partir de un médulo dado M se estacionan en algin punto? como ésta y
muchas mas incégnitas podremos encontrar en este nuevo tema.

Hay una segunda diferencia entre ambas localizaciones: si G es un filtro de Gabriel en A y ¢ es un
filtro de continuidad en A, entonces existe un unico radical rg asociado a G, sin embargo, para ¢ hay un
prerradical asociado ¢ : A-Mod <— A-Mod dado por r¢(M) = Nu(par), para cada A—médulo M,
que es exacto izquierdo, pero no necesariamente es radical y tampoco es el asociado de un unico filtro de
continuidad.

Estas diferencias abren un abanico de posibilidades para continuar la investigacion.
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La clasificacion de filtros de continuidad es un problema interesante sobre ciertos anillos especificos,
como se ha hecho en este trabajo sobre DIPs, anillos locales uniseriales, AIP especiales y semi-
simples.

Por lo tanto, podemos afirmar que este trabajo marca el comienzo de una nueva linea de investigacion
que confiamos en que resulte productiva. Aunque hemos establecido los cimientos de este rubro, somos
conscientes de que ain persisten numerosos interrogantes por abordar en esta direccién.
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