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Introducciéon

Hay pocas dudas de que el drea mas conocida y estudiada de la teoria de gréficas es la coloracién.
La coloracion de grdficas es sin duda el tema mds popular en la teoria de grdificas. (Noga Alon, 1993).

Este documento esta dedicado a este importante tema. Con sus origenes en los intentos de resolver el
famoso problema de los cuatro colores, la coloracién de graficas se ha convertido en un tema de gran
interés, en gran parte debido a sus diversos resultados tedricos, sus problemas no resueltos y sus nume-
rosas aplicaciones. Los problemas de coloracién de graficas que han recibido la mayor atencién son las
coloraciones de vértices de una grafica. Por otra parte, los problemas de coloracién de vértices que se han
estudiado mas frecuentemente son lo que se conocen como coloraciones propias de vértices. Comencemos
con esto.



Capitulo

Coloracion de vértices

Una coloracién propia de vértices de una grafica G es la asignacién de colores de los vértices de G, un
color a cada vértice, de tal manera que vértices adyacentes le corresponden colores diferentes. Nosotros
nos referiremos a esto simplemente como una Coloracién de G, es decir, cuando decimos una Coloracién
de G, nos referimos a una coloracién propia. Usaremos los enteros positivos {1,2,...,k} para denotar a
los colores y si en algiin momento necesitamos otro conjunto de colores diferentes lo denotaremos como
{k+1,k+2,...,k+k'}, ademds para este escrito el conjunto de los ndimeros naturales N = {1,2,3.....,n, ....}

1.1. EIl niimero cromatico de una grafica

Definicién 1.1.1. Diremos que una grdafica H es subgrdfica de G si V(H) CV(G) y E(H) C E(H) y lo
denotaremos como H C G(o H < G).

Definicién 1.1.2. Diremos que H es subgrdfica propia de G si H C G(H < G) y Ju € V(QG) tal que
ug€V(H) o3e € E(GQ) tal que E ¢ E(H) y lo denotaremos como H C G (0 H < G).

Definicién 1.1.3. Una coloracion (propia) de G es una funcion ¢ : V(G) — S t.q c(u) # c(v) si
{u,v} € E(G) .

Definicién 1.1.4. Diremos que una coloracion de una grdfica G es una k-coloracion, si cada color
usado es un elemento de S = {1,2,...,k}, es decir, es uno de los k colores.
(Obsérvese que en una k-coloracion no necesariamente se usan los k colores.)

Sea G una gréfica y ¢ una k-coloracién de G . Sea u,v € V(G) diremos que u ~ v ssi ¢(u) = ¢(v).
Proposicion 1.1.5. ~ es una relacion de equivalencia.

Demostracion. 1) sea u € V(G), como c(u) = ¢(u), entonces u ~ u.
Por tanto ~ es reflexiva.

2) sea u,v € V(G) t.q. u~v,
= c(u) = ¢(v) = ¢(v) = c¢(u), entonces v ~ u.

Por tanto ~ es simétrica. 3)sea u,v,w € V(G) t.q. u ~v y v ~ w,

= c(u) = c(v) y c(v) = c(w) = c(u) = ¢(w), entonces u ~ w.
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Por tanto ~ es transitiva.

De 1), 2) y 3) se sigue que ~ es una relacién de equivalencia. O

De lo anterior se sigue que ~ induce una particién en V(G), asf,
SeaV; ={veV(G):c(u)=i},paral <i<k.

Observese que los subconjuntos V; no vacios son las clase de equivalencia. Y ademas por como lo hemos
establecido la relacién de equivalencia y de la definicién de una coloraciéon de G, se sigue que cada clase
de equivalencia es un subconjunto independiente de vértices en G llamaremos a V; una clase cromatica.

Definicién 1.1.6. Una grifica G es k-coloreable si existe una k-coloracion de G.

Observese que para una grafica G de orden n, es n-coloreable

Definicién 1.1.7. Sea G una grifica, definimos el nimero cromdtico de G como
X(G) :=m e {k eN:G es k-coloreable}

Definicién 1.1.8. Una grdfica G se llama grdfica k-cromdtica si x(G) = k

De las definicién 1.5 se sigue que si una grafica G es tal que x(G) = k entonces existe una k-coloracién
de G pero, no una (k — 1)-coloracién de G, d4demas una grifica G es k-coloreable si y solo si x(G) < k.
Si tenemos una k-coloracion de una grafica k-cromatica entonces necesariamente se debe de utilizar los k
colores.

Teorema 1.1.9. Sea G una grdfica y H C G, entonces x(H) < x(G).

Demostracion. Sea k € N, G una gréfica y H C G tal que x(G) = k, entonces existe una k-coloracién c¢
de G .

= ¢ |y(m) es una k-coloracion de H = x(H) < k

Por tanto,

x(H) < x(G)

Definicién 1.1.10. Sea G una grdfica, definimos el niumero de clan de G como
w(G) :==max{|H|: H C G, H es completa}
Corolario 1.1.11. Para cada grifica G, w(G) < x(G)
Demostracion. Sea G una gréfica y sea H C G, H completa, t.q w(H) = |H|,
Dado que H es completa, entonces
|H| = x(H) = w(H) = x(H)
y por el teorema 1.7 se sigue que x(H) < x(G) O

Una de las operaciones en teoria de gréaficas que se encuentra a menudo es la unién. Definiremos la unién
solo para graficas disjuntas, pues podemos reducir nuestro estudio a las componentes conexas.
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Definicién 1.1.12. Sean G = (V1, E1) y Gy = (Va, E3) grdficas disjuntas,
GiUGy = ViUV, By U Es)
Entonces nosotros podemos preguntarnos cual es el nimero cromético de una grafica que es la unién de

las graficas G1,Ga, ....,G,

n
Proposicion 1.1.13. Para grificas G1, Ga, ...., Gy, disjuntas y G = U Gy, se tiene que
k=1

Demostracion. Definamos
D :=conjunto de gréficas disjuntas

Gn ={G:G=|J Gr donde G; € D,Vj € {1,.,n} }
k=1

Sea S ={n€N:V G € G, = x(G) = max{x(Gr)}i_y, Gk €Dy G = | J G}
k=1

1) Si G € G; no hay nada que hacer y si G € Gs el resultado es claro.
Por tanto 1,2 € S

2) Supongamos que 1,...,n € S
PDquen+1€eS

Dem.
n+1
Sea G€Gnp1 = 3IG;€Deconl<j<n+1tqG=|]JGy
k=1

Ahora, G' = U G, €G,ycomoneS
k=1

= x(G") = mazx{x(G1), ..., x(Gn)}

G=GUGn1y G Gup1 €D = GeEGy

= X(G) = maz{x(G"), x(Gn41)} = X(G) = maz{x(G1), ..., x(Gn+1)}
Por lo tanto, n+1€ S

De 1) y 2) y por el principio de induccién matemadtica se sigue que S = N, en consecuencia

VneN,VGegG, = x(G)=max{x(G1),....x(Gy)} donde G = U GryGreD O
k=1

Proposicion 1.1.14. Si G es una grdfica conexa no trivial con bloques By, Bs, ..., B,,, entonces
X(G) =max{x(B;):1<i<n}
Demostracion. Difinamos B, = {G : G es una grafica conexa no trivial con By, Ba, ..., B, bloques}
Sea S={neN:VGebB, = x(G)=mar{x(B;):1<i<n}}
1) Sea G € By, G = By, i.e G es un bloque
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= x(G) = x(B1)
Por lo tanto, 1 € S

Supongamos que 1,...,n € S

PDquen+1eS

Dem.

Sea G € B,,11 , y considerese el drbol de bloques A, entonces,

3 B; € V(Ag) que es hoja, podemos suponer que j = n + 1 (renombrando)

Sea G’ € B, t.q tiene como drbol de bloques a Ag — Byy1
comon € S = x(G') =max{x(B;):1<i<n}

tomemos k' = x(G") y k = x(By).

Recordemos que cualquiera dos bloques adyacentes en el drbol de bloques comparten solo y solo un
vértice, de esta manera

Afirmo: G es max(k', k)-coloreable.

Sea cg una maz(k’, k)-coloracién de G’ y c¢p, una maz(k’, k)-coloracién de B, y tomemos v €
V(G NV(By).

Si cgr(v) = ¢, (v) hemos terminado.
en caso contrario, Sea 7 una permutacién de {1, 2, ..., mazx(k’, k)} t.q

m(cs, (v)) = car (v)
de esta manera, se tiene que G es max(k’, k)-coloreable,
= X(G) =max{x(B;):1<i<n+1}

por lo tanto, n +1 € S

De 1), 2) y por el principio de induccién matemética se sigue que S =N
i.eVGeB, = x(G)=max{x(B;):1<i<n} O

Definicién 1.1.15. Sea G y H grdficas, definimos G+ H := (V, E) donde,

V =V(G)UV(H)
E=E(G)UEH)U{uv}:ue V(G),veV(H))}

Lema 1.1.16. VY G y G’ grdficas, tenemos que

X(G+G") = x(G) + x(G")

Demostracion. Sean G 'y G’ graficas y sean k = x(G) y k' = x(G’) , entonces

= 3 ¢ una k-coloracién de G y 3 ¢ una k’-coloracién de G’
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Podemos asumir que las coloraciones las hacemos con colores diferentes, asi, suponga que {1,...,k} y
{k+1,....,k 4+ &'} son los colores usados en ¢ y ¢, respectivamente.

Definamos ¢’ : V(G + G') — {1, ...k, k+1,....k + k'} dado por

vy oeu) si ueV(G)
o'(u) { du) si uweV(GF)

De esta manera tenemos que ¢’ es una (k-+k’)-coloracién de G + G’
= xX(G+G)<k+Fk = x(G+G) <x(G)+ x(G")
Si existiese ¢ una (k + k' — 1)-coloracién de G + G’, entonces

le(V(GQ))| > k, pues k = x(G) = |c¢(V(G')] <k —1 = 3 una coloracién de G’ con menos de k' colores
lo cual no es posible, pues k' = x(G’), en consecuencia

= X(G +G) = x(G) + x(¢)

O
Proposicién 1.1.17. Para grificas G1,Ga,....,Gp yG =Gy + G + ... + G,
X(G) = x(G))
j=1
(Por induccién sobre n)
Demostracion. Para n = 1 es evidente, pues x(G) = x(G1)
Supongamos que paraV G con G = G + Ga + ... + G, 1 <r <n —1 se cumple que
X(G) = x(G))
j=1
Ahora,
Sea Gt.qG=G,+Gy+ ..+ G, tomemos G' =G + ... + G,,_1
n—1
= x(@) =Y x(G))
j=1
Como G = G’ + G, y usando el Lema 13, se sigue que x(G) = x(G') + x(G.)
= x(G) =) _x(Gy)
j=1
O

Es evidente, que si k > 2 entonces cada gréfica k-partita es k-coloreable, pues a cada vértice de una
particion le podemos asignar uno de lo k colores distintos. Por tanto si G es una gréafica k-partita, entonces
X(G) < k. Por otra parte, las siguientes afirmaciones son consecuencia de la proposicién 14.

Toda grdfica k-partita completa tiene nimero cromdtico k.

Ya que toda grafica completa K, es una gréfica n-partita completa, x(K,) = n. Ademas si G es una gréfica
de orden n tal que no es completa, entonces podemos asignarle el color 1 a dos vértices no adyacentes de
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G y asignamos colores distintos a los n — 2 vértices restantes de G, produciendo asi una (n — 1)-coloracién
de G. Por tanto:
Una grafica G de orden n tiene numero cramdtico n si y solo si G = K,

Si G contiene a lo méas un par de vértices adyacentes, entonces se necesitan a lo mas 2 colores para colorear
los vértices de G , asi tenemos que:
Una grifica G de orden n tiene nidmero cromdtico 1 si y solo si G = K,

Por tanto una grafica G que tiene nimero cromatico 2, tiene minimo una arista.
Una grifica G no vacia tiene nimero cromdtico 2 si y solo si G es bipartita

Tengamos encuenta las afirmaciones anteriores.
Proposicién 1.1.18. Una grdfica es 2-coloreable si y solo si G es bipartita

Demostracion. =) Suponga que G es 2-coloreable, entonces

3 ¢ 2-coloracién de G, sean V; y V5 las clases de color inducidos por ¢, estos conjuntos son independientes,
esto es:

vV {u,v} € E(G) =

es decir, G es bipartita <) suponga que G es bipartita, entonces

AU, VCV(G) talqueUNV =2y
vV {u,v} € E(G) =
Sea ¢: V(G) — {1,2}, definido por

{ 1 st weV
2 si welU
c es una 2-coloracion de G , asi G es 2-coloreable
O
Corolario 1.1.19. Para toda G grifica no trivial, Si G bipartita y conexa, entonces x(G) = 2
Dem.
Sea GG una gréafica no trivial t.q G es bipartita y conexa
G no trivial = |[V(G)| > 2
G bipartita = x(G) < 2 se sigue de la Proposicién 1.5
G conexa = Ju,v € V(G) t.q {u,v} € E(G)
Asi, V ¢ coloracién de G, ¢(u) # ¢(v), en consecuencia
x(G) =2
O

Definicién 1.1.20. Un ciclo de longitud n € N es una grdfica C,, = (Vy,, Ey,), donde
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Vo ={x0, 21,y Tpn-1}
E, ={{xyr,xr41}:r €2y}
Definicién 1.1.21. Sea G una grdfica y U C V(G), la grifica inducida por U se define como,
GlU] = (U, E), donde E = {{u,v} € E(G) : u,v € U}
Teorema 1.1.22. Sea G una grdfica conexa
SiV u € V(G), u esta en a lo mds en k ciclos de tamano impar, k € N | entonces
X(G) < [HFEER

Demostracion. Sea G una gréfica,
Observacién: Si k=0, entonces G es bipartita, y por la proposicién anterior se sigue que

x(G) <2
Supongase entonces que k > 1. Sea t = [@], observese que
k>1=1t>3,
Diremos que una grafica G tiene la propiedad P si V u € V(G), u esta en a lo més en k ciclos de tamafio
impar, k € N
Sea S ={n € N:V G con la propiedad P y |V(G)| = n, se cumple que x(G) <t }.
i) 1€ S, pues V G con |V(G)| < t, se tiene que x(G) <t

i1) Supongamos que 1,....,n € S
PDquen+1elS
Dem.
Sea GG una grafica t.q. tiene la propiedad Py |[V(G)| =n+1

Sea u € V(QG) y consideremos la grafica G—u, obviamente G—u tiene la propiedad Py |[V(G—u)| = n

Como n € S = x(G —u) < t. Sea ¢ una t-coloracién de G — u, dado que t = [1HVEEED V§]“+91, se sigue
que
1++/8k+9 t2—t—2 _ (t
2 St=hs —<2)_1
Asi,

34,5 coni# jt.qsiC <G esun ciclo de longitud impar y {u,v} € V(C), entonces c(v) # 14, j
Sea V ={veV(G—-u):c(v)=1ioc(v)=j}y consideremos G[V], claramente G[V] es bipartita

SiV v eV tq. clv) =ise tiene que {u,v} ¢ E(G), entonces c(u) = i, por tanto
x(G) <t

Supongase entonces que 3 v € V t.q. ¢(v) =iy {u,v} € F(G), de esta manera.

Sea G, GY, ...., G las componentes conexas de G[V] tales que 3 v, € V(G) con {u,v,.} € E(G) y
clv)=1i,1<r<s

Si existiese w € V(G,) t.q {u,w} € V(G), para algin r € {1,2,...,s} y c(w) =j
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= 3 (v, w)- trayectoria 7 en G.., necesariamente debe ser de longitud impar, pues G[V] es
bipartita

= T + {u,v,} + {u,w} es un ciclo de longitud impar y los dos vecinos de u son de color i y j .
Esto no es posible.

Por lo tanto, Aw € V(G)) t.q. {u,w} e V(G) y c(w) =4, 1 <r<s

Sea A = U V(G.) y ¢ una coloracién de G t.q. ¢'(u) =i,y

r=1
clv) si v¢gA
VoeV(G-u),dWw) = i st oclv)=j y veA
joosi clv)=i y veEA

De esta manera ¢’ es una t-coloracién de G, por tanto
x(G) <t

=>n+1es

De i), it) y por el principio de induccién matemética, se concluye que S = N, en consecuencia se tiene
que:

¥V G con la propiedad P, se cumple que x(G) <t O
Proposicion 1.1.23. V n > 3 se tiene que:

2 ,st n es par
X(C")_{ 3 ,si n es impar

Demostracion. Sean >3, C,, = (V,,, Ey,)

i Sinespar = n =2r para algin r € N
SeaV={z;€V,:j=0(méd 2)} yU={z; €V, :j=1 (méd 2)}
Claramente VNU =2y V,=VUU
para {z;, 2,11} € E,,

2, €Vei=0(méd2) e i+1=1 (méd2) & z;41 €U,
i1 €V & i+1=0(méd2) < i=1 (néd 2) & x; € U

Asi, C), es bipartita,

74 Sin es impar
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= x(Cy) > 3, se sigue de la proposicién 1.5
tenemos que n — 1 es par, asf
sea C = (Cp, — {wo}) + {{zn-1,21}}
C' es un ciclo de longitud n — 1 y como n-1 es par, se sigue que
x(C) =2
Sea ¢’ una 2-coloracién de C' y ¢ una coloracién de C,, dado por

{c’(u) si ue V()

3 , 81 U = g
¢ es una 3-coloracién de C,, = x(C,) < 3, en consecuencia
X(Cn) =3

Asf de 1) y %) se obtiene que,

) 2 ,st n es par
X(C”){ 3 ,st m es impar

Para una grifica G, a(G) es el nimero mdximal de vértices independientes de G
Proposicién 1.1.24. Sea G una grifica t.q. |V(G)| = n, entonces

e <xX(G) <n—a(G)+1
Demostracion. Sea G una gréfica t.q. |V(G)| = n, y supongase que x(G) = k, entonces
para cada k-coloracion de G tendremos las clases cromaticas V7, ..., Vi.
Asi,

n=V(G)| =) Vil <ka(G) = ey < x(Q)

Ahora,
Sea U C V(G) independiente t.q. |U| = a(G) y ¢ una coloracién de G tal que,
Vv eU e(v) =1y casigna un color diferente a cada vértice de G — U, de esta manera,

X(G) < V(G)-Ul+1=n-a(G)+1

Por lo tanto,

s < X(@) <n—a(G) +1
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1.2. Graficas perfectas

Como se vio anteriormente, para una grafica G w(G) < x(G), es decir, el nimero de clan w(G) es una cota
inferior de su ndmero cromdtico x(G), ademas evidentemente para las graficas completas y las gréficas
bipartitas se cumple la igualdad.

Tambien existen muchas graficas cuyo nimero cromético exceden su numero de clan, como es la gréfica
de Petersen

Definicién 1.2.1. Sea H una grdfica , diremos que G es H-libre V U C V(G) se tiene que H £ G[U]
«Si una gréfica G es Ks-libre, diremos que G es una gréfica libre de triangulos.»
Teorema 1.2.2. V k € N, 3 G k-cromdtica t.q G es Ks-libre
Demostracion. Sea S = {k € N:3 G k-cromética y G es Ks-libre}
i) 1€ S, puesVG=(V,E)con E=@y|V|>1, se tiene que

X(G) =1, esto es G es 1-cromética

i1) Supongamos que {1,...,k} C S
PDquek+1eS
Dem.
Por hipétesis k € S, entonces

Sea H una gréfica t.q H es Ks-libre x(H) =k y V(H) = {v1,..., v}

definamos, G = (V, E), donde

Vi=V(H)U{u,u,...,up}
E:=EH)U{{u,u;} :1<j<n}U{u;,v;}:{vju;} € E(H),1 <i<n}

Obs: U = {u1,...,un} es independiente en G y {u,v;} ¢ E(H)V j=1,..,n
Esto se sigue de la construccion de G
Supongase que 3T < G t.q T = K3,

por la eleccién de H y la observacién(Obs) inmediatamente se obtiene que

VA(T) = {ui, vj, v}, E(T) = {{ui, v} {ui, or}, {vj, 0,1}

= {v;,v;},{vi,v.} € E(H)
Pero, {v;,v,} € E(H) = H no es Ks-libre
lo cual, no es posible

Por lo tanto, AT <G t.qT = K3, i.e G es K3-libre
Ahora, sea ¢’ una k-coloracién de H (H < G) y definamos

c:V(G) —{1,2,...,k,k+ 1} dado por
c(v) ,si veV(H)

c(w) =1 c(v;) ,si v=1
k+1 st v=wu

Asi, ¢ es una k + 1-coloracién de G, en consecuencia
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kE<x(G)<k+1

Supongase que x(G) = k sea ¢’ una k-coloracién de G y definamos

c:V(H) — {1,2,...,k — 1} dado por
c(v;) = { (ui) s c(vi) = c(u)
P ) s () £ clw)

Asi, ¢ es una k — 1-coloracién de H, lo cual no es posible, pues x(H) = k
=x(G@)=k+1

=k+1eS

Por el principio de induccién matematica se sigue que S = N | por tanto

Vk € N 3 G k-cromética y G es Ks-libre

Definicién 1.2.3. Sea G una grdfica,
G es perfecta si y solo si w(G[V]) = x(G[V]) VV CV(G)

las siguientes afirmaciones, son evidentes:
Si G = K, entonces VU C V(G) w(G[U]) = x(G[U)), esto es K,, es perfecta

Si G =K, entonces V U C V(G) w(G[U]) = x(G[U)), esto es K,, es perfecta

Teorema 1.2.4. Sea G una grdfica,
Si G es bipartita, entonces G es perfecta

Demostracion. Sea G bipartita, U C V(G) y H = G[U],
Si E(H) = &, entonces w(H) =1 = x(H)
Si E(H) # @, entonces w(H) =2 = x(G)
Asi, w(H) = x(H), por lo tanto
G es perfecta.

Teorema 1.2.5. Sea G una grdfica,
Si G es bipartita, entonces G es perfecta

Demostracion. Sea G una grafica t.q G es bipartita y sea H = G[U] con U C V(G)

tomemos n,l,k e Nt.qw(H) =1, x(H)=ky|Ul=n
(1) H es bipartita, pues G es bipartita.
(2) I <k, por el corolario 1.1.1

Sea ¢ una k-coloracién de H y Vq, Vs, ..., Vi las clases crométicas inducidas por c.
Supongamos que 3 i € {1,...,k} t.q [V;| > 3, V; , entonces
H contiene un tridngulo, lo cual no es posible, por (1)

Por tanto. Vi € {1,2, ..., k} se tiene que 1 < |V;| < 2.

Seap=U{V;:|Vi|=1,1<i<k}yq=|{Vi:|Vi] =2,1 <i <k}, de esta manera se tiene que:

14
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(@) p+q=Fk
(b) p+2q=n
Sea W= J{V;:|Vi| =1,1 <i<k}

Puesto que ninguna k-coloracién de H tiene mas de ¢ clases crométicas con dos vértices, entonces H tiene
un acoplamiento maximal M con ¢ aristas.

supongase que que 3wy, wy € W tales que {u,ws }, {v,ws} € E(H). Dado que H es libre de tridngulos ,
se sigue que wy # ws.
= (M —{u,v}) U{{u, w1}, {v,ws}} es un acoplamiento en H y |(M — {u,v}) U{{u, w1}, {v,wo}}| > | M|

lo cual no es posible, pues M es maximal.
AsiV {u,v} € M se tiene que 7wy € W t.q {u, w1} € E(H) o 7wy € W t.q {v,ws} € E(H).

Por lo tanto, H contiene un conjunto independiente de almenos p + ¢ = k vértices y asi w(H) =1 >k
= w(H) = x(H)

en conclucién G es perfecta.

Teorema 1.2.6. (El teorema de las grdficas perfectas )
Sea G una grifica, G es perfecta si y solo si G es perfecta.

Definicién 1.2.7. Sea G una grdfica con V(G) = {v1,va, ..., vn}
G es grdfica de intervalos si 3 S = {I; = [a;,;b)] CR :a; < b;,1 < i <n}t q{v,v} € E(G) sii
LN #o

Teorema 1.2.8. Si G es una grdfica de intervalos, entonces G es perfecta.

Demostracion. Sea G una grifica de intervalos y V C V(G),

H = G[V] es una gréfica de intervalos, pues G es una grafica de intervalos , digamos que V(H) =
{1217’1)2, ~-'7vn}

38 = {Ii = [ai,bi] CR:a; <b,1<i< n} t. q {vi,vj} € E(G) sii I; N I + 4,
«se sigue de la definién de gréafica de intervalos »

Sin perdida de generalidad podemos suponer que a; < a; si 4 < j, pues podemos reordenar a V(H)
S=A{1,...,n}
Sea ¢: V(H) — S dado por

c(v) =1,

para2 <r <n

c(v,) =min{j: j € S\{c(v;) : {vi,v,_1} € BE(G) y 1 <i<r-—1}
sea k = ¢(5), esto es ¢ es una k-coloracién de H, asi x(H) < k.

Sik=1, entonces H=K, y x(H) =w(H) =1.
Supongase que k > 2, sea vy € V(h) t.q c(vt) = k, de la definicién de ¢ se sigue que,

31,1, .., 1, , talesque 1 < ji < jo <...<jp—1 <tasiaj <aj, <...<aj ,

y I, NI, #2 Vie{l,2.,k—1}, de esta manera tenemos que
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k—1
ay € ﬂ Ij N1
i=1
Ast para U = {vj,,v),,...,0j,_,, Ut}
H[U] = K},

Entonces x(H) < k < w(H) y dado que w(H) < x(H)
= X(H) = w(H)
Por tanto, G es perfecta. O

Definicién 1.2.9. Sea G una grdfica y C un ciclo en G
Siu,v € V(C) y{u,v} € E(G), {u,v} es una cuerda de C si {u,v} ¢ E(C)

Definicién 1.2.10. Sea G una grdfica,
G es una grifica cordal si ¥ C < G ciclo con |V(C)| > 4 tiene una cuerda.

Si G = K,,, entonces G es cordal

Teorema 1.2.11. Sea G una grdfica obtenida por la indentificacion de dos subgrdficas completas del
mismo orden en dos grdficas G1 y Gs.
G es cordal < G1 y Go son cordales

Demostracion. Sea G una grafica obtenida por la indentificacién de dos subgraficas completas del mismo
orden en dos graficas G; y Gs.

(=) G es cordal
P.D que G1 y G2 son cordales
Dem.
Supongamos que G no es cordal, entonces
3 C < Gy ciclo con |[V(C)| > 4 y C no tiene cuerdas, pero G; < G

= (' < G = G no es cordal, lo cual no es posible.

Por tanto, G es cordal, analogamente se obtiene que G5 es cordal

(<) G1 y Go son cordales
P.D que G es cordal
Dem.
Sea Hy < Gy y Hy < Go completas t.q |Hy| = |Hza| y dado que G se obtiene indentificando los
vértices de H; con los vértices de Ha, entonces G es cordal.

O

Teorema 1.2.12. Una grdfica G es cordal si y solo si G puede ser obtenido identificando 2 subgrdficas
completas del mismo orden en dos grdficas cordales.

Demostracion. (=) G es cordal
P.D que G puede ser obtenido identificando 2 subgraficas completas del mismo orden en dos graficas
cordales
Dem.
Si G = K, entonces simplemente tomamos G; = K,, = G5

Supongase que G # K, Vn € Ny G conexa
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Sea S CV(G) t.q G — S es disconexa y V S C V(G) t.q G — S’ es disconexa, entonces |S| < |57

Sea G’ una componentes conexa de G — S,
Vi =V(G)y Vo =V(G)— (V1 US), considerese las grificas siguiente

G1=G[\,US]y Gy =G[VaUS]

Evidentemente, G se obtiene identificando los vértices de S en G1 y Ga. Mostremos que G[S] es
completa.

Si |S| = 1 no hay nada que hacer, supongase entonces que |S| > 2

Si existiese v € S t.q V u € V(G’) (G’componente conexa de G — S) se tiene que {v,u} € E(G),
entonces

S’ =8 — {v} es tal que G — S’ es disconexa, lo cual no es posible.

«Por la eleccion de S»

Por tanto, Vv € Sy V G’ componente conexa de G — S, Ju € V(G') t.q {u,v} € E(G).

Sea u,w € S, por lo anterior 3 P (u,w)-trayectoria en G; t.q Vv € V(P) con v # vy v # w se tiene
que v € Vi, de esta manera digamos que

P = (u,21,...25,w) con z; € Vi, P de longitud minima., de manera similar sea P’ = (u, y1, ...ys, W)
con y; € Vo, P de longitud minima en Gs, asi

C = (u,x1,....;Ts, W, Yy, ..., Y1, u), €s un ciclo con |V (C)| > 4.

Por hipotesis, G es cordal = 3 e € E(G) t.q e es cuerda de C

Claramente {z;,y,} & E(G), se sigue de la contrucién que hemos hecho, y por la eleccién de P y P’
se sigue que Vi € {1,..,s} y Vj € {1,...,t} se tiene que {u,z;},{u,y;},{v,z:},{v,y;} € E(G)

Por tanto, {u,w} € E(G), VY u,w € S
= G|[S5] es completa

esto es, G puede ser obtenido identificando 2 subgraficas completas del mismo orden en dos graficas
cordales

(<) Solo se aplica el teorema anterior.

Corolario 1.2.13. Sea G una grdfica,
Si G es cordal, entonces G es perfecta

Demostracion. Afirmacién: Vn € Ny V H grafica cordal con |V (H)| = n se tiene que x(H) = w(H)
(Procedemos por induccién)

definamos S = {n : V H cordal con n = |V(H)|, = x(H) = w(H)}
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(1) 1€ S,puessi Hescordaly 1 = |V(H)| = H =Ky, asi x(H) =1=w(H)

(2) Supongamos que {1,..,n} € S
PDquen+1€S
Dem.
Sea H cordal y |[V(H)| = n+1, por el teorema 1.2.7, H se obtiene de dos graficas cordales G; y Ga
por la indentificacién de dos subgraficas completas del mismo orden de G y Go

Observese primero que,
X(H) < max{x(G1), x(G2)}=k

Por hipotesis de induccién se sigue que x(G1) = w(G1) y x(G2) = w(G2), esto es
X(H) < max{w(G1),w(G2)}=k

Sea S C V(H) maximal,
entonces H|[S] es completay H[V(G1) — S|NH[V (G2 — S)] = & Asi,

w(H) = méx{w(G1),w(G2)}=k

Pero, x(H) > k = x(H) =k = w(H)

Por lo tanto, n+1 € S

Por el principio de induccién se sigue que S = N, en consecuencia V n € N y V H grafica cordal con
|[V(H)| = n se tiene que x(H) = w(H)

Sea G cordal, obviamente V H < G se tiene que H es cordal - - - - - - - - - (%)

Sea U C V(G), por lo dicho antes, tenemos que H = G[U] es cordal y por la afirmacion anterior, se sigue
que X(H) = w(H)

Por lo tanto, G es perfecta. O

Definicién 1.2.14. Sea G una grdfica.
Sea v € V(G), N(v) :={u € V(G) : {v,u} € E(g)} y N[v] := N(v) U{v}

Definicién 1.2.15. Sea G una grdfica con v € V(G) y v' € V(G), definimos
R,(G) := (V,E), donde

V=v(@G)u{v}
E=EG)U{{v,u}:ue N}
R,(G) se llama la grdfica de replica de G

Teorema 1.2.16. (Lema de replica) Sea G una grdfica con v € V(G)
Si G es perfecta, entonces R,(G) es perfecta.

Demostracion. Sea G perfectay G' = R, (G)
y sea H < G’ completa t.q |[V(H)| = w(G")

(a) v € v(H), entonces w(G') = w(G) + 1, dado que
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X(G) < x(G)+1=w(G)+1=w(G), pues G es perfecta

Asi, x(G') = w(@)
(b) v V(H),seak € Nt.qk=w(G), k= x(G) pueS G es perfecta

Sea ¢ una k-coloracién de de G, sin perdida de generalidad supongamos que c(v) =1
Vi={ueV(G):clu)=1}veW
como w(G) =k se sigue que I u € H t.q c(u) =34,V j € {1,2,....,k}, asi |V4] > 2

Sea U; = Vi — {v}, claramente w(G — U;) = w(G) —1 = k —1 y como G es perfecta, entonces
X(G - Ul) =k-1

Sea ¢’ una (k — 1)-coloracién de G — Uy (usando los colores {1, ...,k — 1}).
Dado que V; es independiente, entonces Uy U {v’} también es independiente, asignemos el color k a
los vértices de Uy U {v'}, produciendo asi una k-coloracién de G’, de manera que

k=w(G) <w(G) <x(G)<k

Por tanto, x(G') = w(G’)
Sea U C V(G') y H = G'[U],(una nueva H)

Siv' € Hperovg H= HX2G[(V(H)—{v'})U{v}], asi x(H) = w(H)

Si v,v" € H, pero H % G, entonces H es la gréfica de replicaciéon de G[V(H) — {v'}] y el argumento
anterior muestra que x(H) = w(H)

Por lo tanto, G’ es perfecta
El siguiente resultado, cuya demostracién no se hard fue una conjetura que fue propuesta por Claude
Berge en 1961 y fue demostrado en 2002 por Maria Chudnovsky, Neil Robertson, Paul Seymour, and
Robin Thomas

O

Teorema 1.2.17. Una grifica G es perfacta si y solo si G ni G contienen un ciclo impar de longitud 5
0 mds.



Capitulo

Cotas para el numero cromatico

En la seccién anterior se introdujo el niimero cromético de una gréfica, y se vio que el niimero cromatico
lo podemos acotar tanto inferiormente como superiormente. El objetivo de esta seccién es precisamente
establecer algunas de esta cotas, acordes a gréficas en alguna familia en especifico.

2.1. Graficas color-critica

Para cada gréfica k-cromdtica G y cada v € V(G) se tiene que x(G —v) = k o x(G —v) = k-1,
iguamlemente para cada e € E(G) tendremos que x(G—e) =k o x(G—e) =k — 1. Ademas si e = {u, v}
y X(G—e) =k —1, entonces x(G—u)=k—1y x(G—v)=Fk—1.

Definicién 2.1.1. Sea G una grifica y E C E(G), definimos:
G[E] = (V,E), donde

V={u:3e€eFE tquee}
G[E] se llama la grdfica inducida por E.

Definicién 2.1.2. Sea G una grdfica,
SiV H C G se tiene que x(H) < x(G), entonces diremos que G es color-critica.

Definicién 2.1.3. Sea G una grdfica,
Si G es color-critica y k-cromdtica, entonces diremos que G es k-critica.

Proposicion 2.1.4. G es 2-critica si y solo si G = Ko
Demostracion. Sea G una gréafica

(=) G es 2-critica.
= G es color-critica y 2-cromética = |V(G)| > 2y |E(G)| > 1

Si |E(G)| > 20 |[V(G)| > 3, entonces sea e € E(Q)

= H =G[{e}] C Gy x(H) = x(G) = G no es color-critical
lo cual es imposible, pues G es 2-critica (por hipotesis).
Por lo tanto, |E(G)| =1y |V(G)| =2, esto es G = K,

20
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= (G es 2-cromética y claramente es color-critica,
por lo tanto, G es 2-critica

Proposicién 2.1.5. G es 3-critica si y solo si G = C,, para algin n € N impar
Demostracion. Sea G una gréfica

(=) G es 3-critica.
= (G es color-critica y 3-cromatica

Supongase que G es disconexa, entonces 3 H componente conexa de G t.q x(H) = x(G) y H C G,
esto no es posible pues G es color-critica.

Por tanto G es conexa.

Si G no contiene ciclos de longitud impar, entonces G es bipartita,
= x(G) = 2.

Esto tampoco es posible, pues G es 3-cromatica.
Sea entonces C,, € G n € N impar

Afirmo: C,, = G. Pues, si C,, C G, y dado que x(Cp) =3 = x(C,) = x(G),
esto es G no es color-critica, lo cual no es posible.
por lo tanto, C,, = G

(<) G =C,, para algin n € N impar.
= (G es 3-cromdtica
Sea H C C),
FveV(C,) t.qu g V(H)obien 3e € E(G) t.qe & E(H), en cualquier caso se tiene que x(H) < 2,
pues G es un ciclo.

= x(H) < x(G), por tanto G es color-critica.

Por tanto, G es 3-critica

Proposicion 2.1.6. K,, es n-critical V. n > 2

Demostracion. Sabemos que x(K,) =nV n € N, es decir, K,, es n-cromdtica.
Sea H C K,, = Jv e V(K,) tal que v € V(H) o bien 3 e € E(K,) tal que e € E(H).

Si 3v e V(K,) tal que v ¢ V(H), entonces
VH)| <n—1=x(H)<n—1= x(H) <x(Kn)
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Observese que x(K,\{e}) =n—1

SiJee E(K,) tal que e ¢ E(H), entonces
H C Kx\{e} = x(H) < x(Kn\{e}) = x(H) < x(Kq)
Por lo tanto, x(H) < x(K,) ¥V H C K, es decir K,, es color-cromatica.
De esta manera se tiene que, K, es n-critica. O

las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2 nos dan una caracterizacién de las graficas 2-critica y 3-critica, pero en
general no existe una caracterizacion para graficas k-criticas con k > 4 .

Sea GG una grafica k-cromética donde k > 2 y supongase que H C G con H k-cromética de tamano minimo
que no tiene vértices aislados. Entonces para cada subgréfica propia F' de H se tiene que x(F) < x(H),
esto es H es k-critica. De esta observacion se sigue que cada grafica k-cromaética contiene a unas subgréfica
k-critica.

Definicién 2.1.7. Sea G una grdfica, si¥ E C E(G) con |E| <1 se tiene que G — E es conexa, entonces
diremos que G es l-conexa por aristas.

Definicién 2.1.8. Sea G una grifica, definimos la conezxidad por aristas por:
MG) = méx{l : G es l-coneza }

Teorema 2.1.9. Sea G una grifica y k > 2.
Si G es k-critica, entonces G es (k — 1)-conexa por aristas.

Demostracion. Sea G una grafica k-critica con k > 2.

para k =2 y k = 3, el resulrado es evidente, se sigue de las proposiciones 2.1.1 y 2.1.2.
Asi, supongamos que k > 4

Supongase que 3 G k-critica tal que G no es (k — 1)-conexa por arista,

= 3 {V3, Va} particién de V(G) t.q |E’'| < k — 2, donde
B = {{Ul,’UQ} S E(G) NS ‘/1,1}2 S VQ}

Sea G1 = G[V4] y G2 = G[Vz], dado que G es k-critica, entonces
G1 y Go son (k — 1)-coloreable

Sea ¢1 y ¢a (k — 1)-coloraciones de Gy y Ga, respectivamente

Sea Uy, Us,...,U; las clases crométicas de Gy inducidas por ¢; tales que 3 v; € U; y {v;,v} € E’ para
algiin v € Va.

denotemos por k; = [{{vi,v} € E' :v; € Uj,v € Vo}| , k; 21V ie{l,..,t}

t
=3 ki<k-2
i=1

SiV uy € U; se tiene que ¢1(uy) # c2(v) si v € Vo N N(uy), entonces el color de los vecinos de Up lo
dejamos fijo.

Si por otro lado, 3 uy € U tal que ¢;(u1) = c2(v) para algin v € Vo N N(uq), entonces
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Sea 7 € Sk_1 tal que V uy € Uy se tenga que 7(cq(u;)) # ca2(v), Vv € Vo N N(uq)
esta permutacién existe pues k —1 —k; > 1

Basta observar que (k—1) — i k; > 1, entonces podemos aplicar el proceso anterior para Us, ..., U; como
este proceso es finito y nos g(i;é:ra una (k — 1)-coloracién de G
= x(G) < k — 1, lo cual no es posible, pues G es k-critica
Por lo tanto, G es (k — 1)-conexa por aristas. O
Corolario 2.1.10. V G color-critica se tiene que x(G) < 1+ A(G)
Teorema 2.1.11. Sea G una grdfica.
X(G) <14+ méx{\(H): HC G}
Demostracion. Sea F' C G color-critica tal que x(G) = x(F). Por el Corolario 2.1.1 se sigue que:
X(G) = X(F) <1+ A(F) < 1+ méx{A(H) : H C G}
O

Dado que el grado minimo de una grafica nunca excede la conexidad por aristas, se tiene el siguiente
corolario.

Corolario 2.1.12. Si G es color-critica, entonces
X(G) <1+6(G)

Teorema 2.1.13. Sea G coneza, n,k € N con 2 < k < n.

Si [V(G)| =n y x(G) =k, entonces el minimo tamario de G es (}) + (n—k) .

Demostracion. Sea G conexa n,k € N con 2 < k < n tales que |V(G)| = ny x(G) = k y considerese
H C G tal que H es k-critica.

Sea p = |V (H)|, tenemos que k < p < n. G contiene n — p vértices que no estdn en H. Por lo tanto,
existen al menos n — p aristas de G que no estan en H.

Ahora H es k-critica, entonces 6(H) > k — 1. Asi |[E(H)| > @
= |BG)] > 25 4 (n—p) =p(i5t — 1) +n > k(552 1) +n=(}) + (n— k).

Consideremos la trayectoria P,_g+1 = (%o, 1, ..., Tn—r) v la gréifica completa K, tal que zop € V(Ky) y
x; € V(Ky) para i € {1,...,n — k}, definamos la gréfica G como sigue,

G = (V, E), donde:
V = V(Paysr) UVI(Kp)
E = E(Pa_i1) UE(K) U {{u, 20} : u € V(Kx)}
Claramente [V| =ny |E| =(5) + (n — k) y x(G) = k, en consecuencia
el minimo tamaiio de G es (5) + (n — k) y x(G) = k.

Teorema 2.1.14. Sea G una grdfica tal que G # Ky, y k > 3.
Si G es k-critica y S es un conjunto de vértices de corte de G, entonces G[S] no es un clan.
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Demostracion. Sea G # Ky, G k-critica con k > 3y S C V(G) vértices de corte.
Claramente |S| > 2.

Sea Hi, Hs, ...., H; las componentes conexas de G — Sy consideremos
Gi = G[V(Hl) U S] para ¢ = 1,2...,8

Dado que G; C G = x(G;) <k —1,Vi=1,2,..,s, de esta manera,
3 ¢; (k— 1)-coloracién de G; Vi € {1,2, ..., s}.
Supongase que ¥V u,v € S, Vi € {1,2,..., s} se cumple ¢;(u) # ¢;(v), entonces

evidentemente podemos dar una (k — 1)-coloracién de G (permutando los colores de S si es necesario),
pero esto es imposible, pues x(G) = k.
Asf, Ju,ve Sy Jie{l,2,..,s} tal que ¢;(u) = ¢;(v),
= {u,v} ¢ E(G)
Por lo tanto, G[S] no es un clan. O

Corolario 2.1.15. Sea G k-critica tal que G # Ky, k > 3, donde k(G) = 2.
Si S = {u,v} es un conjunto de vértices de corte de G, entonces {u,v} € E(G) y3 G = G[V(H)US] tal
que X(G' 4+ {u,v}) =k , H es componente conexa de G — S.

Demostracion. Si S = {u,v}, entonces {u,v} ¢ E(G), esto es por el teorema anterior.
Como se vio en la demostracién del teorema previo 3 H componente conexa de G — S, tales que si ¢ es
una (k-1)-coloracion de G' = G[V(H) U S], entonces c(u) # c¢(v)

= x(G' + {u,v}) =k

2.2. Cotas superiores para el niimero cromatico
Teorema 2.2.1. Sea G una grdfica. Si |V(G)| = n, entonces

X(G) < | 9|

Demostracion. Sea S ={r € Ng:V G t.q. |[V(G)| —w(G) =r = x(G) < LWH
(1) Sea G tal que |V(G)| —w(G) =0 = G = K|y )

= X(G) =w(G) y X(G) = [V(G)| = x(G) < NG9 3

Por tanto, 0 € S

(2) Supongamos que {0,...,7} C S
PD.quer+1eS
Dem.
Sea G tal que |V(G)|=nyn—w(G)=r+1.
Si r = 0, entonces
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supongase ahora que r > 1 = G no es completa.

Fu,v € V(G) tales que {u,v} € E(G), sea H = G—u—wv, claramente |V(H)| =n—2y w(H) = w(G)
o w(H) =w(G) — 1, en cualquier caso tenemos:

0<(n—-2)—wH)<r+1

Por hipotesis de induccién se sigue que x(H) < L%“J(H)J

—2+4w(H . . .
Sea L%M()J—coloramon de H asignamos un nuevo y el mismo color a u y v, de esta manera

Y(G) < L%W(H)J +1= LnJrf;(H)J < Ln+u2g(G)J

por tanto, r+1€ S

De (1) y (2) y por el principio de induccién se concluye que S = N, esto es

VGtg |[V(G)=n= x(G) < L%(G)J}

Un algoritmo gloton de coloracion
Supongase que V(G) = {v1,va,..,v,} de una grdifica G. Definamos una c-coloracién de G como sigue:

(a) c(v1) =1
(b) c(vj41) =minC; donde C; = {1,2,...,n}\{c(v;) : {vi,vj41} € E(G),1 <i<j}tyl<j<n.
Definicién 2.2.2. Sea G una grifica, definimos el grado mdzimo de G como:
A(G) = méx{dg(v) : v € V(G)}
Teorema 2.2.3. Sea G una grifica.
X(G) <1+ A(G)

Demostracion. Sea G tal que |V(G)| =n y digamos que V(G) = {v1,va, .., v }.
tomemos c-coloracién de G exactamente como el algoritmo gloton, esto es:

(a) c(v1) =1
(b) ¢(vj+1) =minC; donde C; = {1,2,...,n}\{c(v;) : {vi,vj11} € E(G),1<i<j}lyl<j<n.
Evidentemente V j € {1,2,..,n} se tiene que c¢(v;) < 14 dg(vj), en consecuencia.
X(G) <méx{l+dg(vj): 1 <j<n}=1+A(G)
Por lo tanto, x(G) <1+ A(G) O
Teorema 2.2.4. Para cada grifica G,
X(G) <1+ max{o(H): HC G}

Demostracion. Sea G una grifica, FF C G y x(G) = k tales que F es k-critica.

Por el corolario 3.0.2, se sigue que, x(F) < 1+ §(F), entonces
X(F)—1<46(F)<méx{é(H): HC G}
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Dado que x(G) = x(F), se sigue que:
x(G) <14+ méx{6(H): H C G}

Teorema 2.2.5. Sea G con |V(G)|=n y V(G) = {v1,v2, ..., 05 }.
Supongase que dg(v1) > dg(ve) > ... > dg(vy), entonces

< . s A s .y ‘
X(G) <14 11%1%1"{11121)({1 1,dg(vi}} 1r§nil£1n{max{z, 1+dg(vi)}}

Demostracion. Sea G tal que x(G) =k y sea H C G tal que H es k-critica. Dado que |V (H)| > k y por

el corolario 3.0.2 tenemos k < 14 0(H), en consecuencia
méx{i, 1 +dg(v;} >k, Vie{l,. k}
mientras que para k + 1 < i < n tenemos,
max{i, 1 +dg(v;} > k+1

Por lo tanto,
X(G) < min {max{i, 1+ dg(v;}}

T 1<i<n
O
Teorema 2.2.6. Sea G una grdfica. Sin = |V (G| y m =|E(G)|, entonces
X(G) z n2—2m
Demostracion. Sea G tal que |[V(G)| =n, |[E(G)|=my x(G) =k
Sea ¢ una k-coloracién de G y Vi, Vs, ..., Vi las clases crométicas indicudas por ¢ y sea n; = |V;|, i =
1,2,...,n.
El maximo tamafo de G es cuando G = K, ;, de esta manera, se tiene que:
=m< (5)m = 2m < G=bn
En consecuencia,
2 2
n27i2m < nZ,(TILc—l)n2 =k= X(G)
k
O

Antes de demostrar el siguiente teorema recuerdese que V a,b € R se tiene que :
b\2
ab < (*37)

Teorema 2.2.7. (Nordhaus-Gaddum)
Sea G una grifica con |V (G)| =n. Tenemos que :

(i) 2¢n < x(G)+x(G) <n+1
(i) n < x(G)x(G) < ("31)°
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Demostracion. Sea G una gréfica con |V(G)| =n, x(G) =k y x(G) = 1.

Sea c una k-coloracién de G'y ¢ una [-coloracién de G, asociemos a cada vértice u € V(G) = V(G) el par
ordenado (c(u),¢(u)) v al par ordenado lo consideramos como un color.

Si (c(u),e(u)) = (c¢(v),¢(v)), entonces

(do=do o {u 2
(u) =2(v) {u,v} ¢ E(G)
De esta manera, tendremos una coloracién de K, con a lo mas kl colores, pues |{(c(u),¢(u)) : u €

V(Q)} = ki

S U=

=n=x(Kn) <kl =x(G)x(G)----------- (%)
De (%) se sigue que v/n < 1/x(G)x(G) < M

= 2/ S X(G) +X(G) -~ (%)

Supongase que 3 H C G tal que §(H) >n —p. Asi V u € V(H) se tiene que dg(u) < p — 1.
Sea F C G tal que 6(F) = p esto implica que V v € V(F), v € V(H). Dado que |V(F)| > p+ 1 se sigue

que |V(H)| < n — p, esto contradice el echo de que 6(H) > n — p.

Por lo tanto ¥V H C G se tiene que 6(H) < n — p — 1. En virtud del teorema 3.0.3 se obtiene que

X(G)<1+(n—p—1)=n—p, asf

XG)+x(G)<(A+p)+(n—p)=n+l----------- ( * x)
De (%), (xx) y (% * %) se concluye (i) y (i7). O

Teorema 2.2.8. Sea n € N.
Si a,b € N cumplen:

(i) 2yn<a+b<n+1
(i) n < ab < (%fL)?

entonces,

3 G grdfica tal que |V (G)| =n, x(G) =a y x(G) =b.

Demostracion. Sean € Ny a,b € N cumplen (i) — ().

Sean ny,mn9,...,n, E Ntal que ng <ny <...<m,=by

a
Z n; =n.
i=1
Dado que a+b —1 < n < ab, tales enteros n;(1 < i < a)existen.

Asi G = Ky, ny....m, tiene orden ny G = K, UK,, U..UK,_, clatamente x(G) =ay x(H) =b O
Definicién 2.2.9. Sea G una grifica y u,v € V(G).
B(u,v) ={T : T es (u,v)-trayectoria en G }

Definicién 2.2.10. Sea G una grdfica, definimos las distancia de 2 vértices como sigue:
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[ n st Buv) £ D
La(u,v) = { oo st B(u,v) =0
Donde:
= { E(T
n= o cain {IET)]}

Teorema 2.2.11. Brook’s
Sea G conexa, si G no es un ciclo impar y tampoco la completa, entonces

x(G) < A(G)
Demostracion. Sea G conexa tal que G no es un ciclo impar y tampoco la completa.
X(G) = k > 2 pues G es conexa. Sea H C G tal que H es k-critica.
Asi H es 2-conexa y A(H) < A(G).

Si H = Kj o H es un ciclo de tamafio impar, entonces G # H y dado que G es conexa, se tiene que
A(G) > ksi H= Ky A(G) > 3si H es un ciclo impar.

Si H = K}, entonces x(H) = x(G) < A(G).
Si H es un ciclo impar, entonces 3 = x(H) = x(G) < A(G).
en ambos casos se tiene que x(G) < A(G), supongase a partir de aqui que H es k-critica, pero H # K},
y H no es un ciclo de tamano impar.

=k>4
Sean € N tal que n = |[V(H)|, es claro que n > k, pues x(H) = k y H no es completa y asi n > 5. Ahora,
H es 2-conexa, asi H es 3-conexa o k(H) = 2, consideremos entonces 2 casos:

(1) H es 3-conexa.
Dado que H # K}, entonces 3 u,v € V(H) tal que Ly (u,v) = 2,seaT € B(u,v) tal que |E(T)| = 2,
digamos que T = (u,v,w).
H — u — w es conexa, pues H es 3-conexa.
nombremos los vértices de H — u — w como sigue:

V(H—-u—w)={v=u,uz,.,u,—2} tal que {u;,ujt1} € E(H —u—w),Vi=1,2,...,n—3. Sea
Up—1 = Uy u, = w, de esta manera:

U;j = {u1,uz...,u;}, 1 <j<n= H[Uj] es conexa
Ahora, aplicamos el algoritmo glotén de coloracién a H, respecto al orden inverso, es decir
W= Un, U = Un-1,Unp—-2,-..,U2,U1 =V
Sea ¢ la coloracién del algoritmo glotén, dado que {w,u} ¢ E(H), entonces c(w) = 1 = c(u).
Dado que V j € {2,...,n — 2} se tiene que {uj,uj_1} € E(H) esto es u; tiene a lo mas A(H) — 1
vecinos que lo preceden, por tanto c(u;) € {1,2,..., A(H)}.
Por ultimo, tenemos {u1, uy, }, {v1,un—1} € E(H)}, entonces uy tiene a lo mas A(H) vecinos prece-

dentes diferentes de u,, y u,—1 y dado que ¢(u,) = 1 = ¢(u,—1) se sigue que c¢(uq) € {1,2,..., A(H)}.
Esto es ¢ es una A(H)-coloracién, asi

X(H) < A(H)
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Por lo tanto,

(2) kK(H)=2.
Supongamos que ¥ u € V(H) se tiene que que di(u) =2 o dg(u) =n — 1y dado que x(H) > 4 si
obtiene que,

H=FK + (%5)Ks0H =Ky 1,2

En ambos casos x(G) = 3, lo cual es imposible, pues H es k-critica.
Por tanto, 3z € V(H) tal que 2 < dg(z) <n—1.

Como k(H) = 2, se sigue que k(H —z) =20 k(H —x) = 1.
Sik(H —x) =2, entonces 3y € V(H) t.q Ly(z,y) =2, asi tomamos u =z y w =y y aplicamos el
caso anterior (1). Asi,

x(G) < A(G).

Finalmente, si k(H — ) = 1. En consecuencia, H — x contiene 2 bloques finales, digamos B; y Bo
que contienen vértices de corte x1 y xo respectivamente, de H — .

Dado que H es 2-conexa, entonces Jy; € V(B1)—{z1} y y2 € V(B2)—{x2} tal que {z, 11}, {z, 92} €
E(H). Tomamos u = y1, w = y2 y procedemos como en (1), de esta manera:

x(G) < A(G).

Por lo tanto, V G conexa que no es completa y no es un ciclo impar, se tiene que

X(G) < A(G)

Conjetura 2.2.12. Reed’s
V G grdfica se tiene,

Ww(G)+14+A(G
X(@) < %

Teorema 2.2.13. Sea G una grdfica tal que |V (G)| = n,

w(G)4+n+1—a(G
Y(G) < (<)) ! (G)

Demostracion. Sea S ={ne€N:V G con |V(G)|=n = x(G) < M}
(1) Es evidente que 1 € S.

(2) Supongamos que {1,2,..,n} C S.
PDquen+1eS
Dem.
Sea G una gréfica con |V(G)| =n+ 1.
Si G = Kp41, entonces x(G) =w(G) =1y o(G) =n+1,
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Supongase que G # K, +1. Asi 1 < a(G) < n. Sea Vo C V(G) un conjunto independiente maximal.
De manera que |Vp| = a(G) .

Sea G1 = G — Vo, a(G1) = a1, w(G1) = w1 y Vi = V(G1). Observese que Vi =n+ 1 — a(G).

Caso(1) Si G es completa, entonces
V(G) =WuWy, GWo] = Kaa) v GIVi] = K(ny1)—a(@)-Por lo tanto, x(G) = w(G) = (n+1) — a(G)
o0 x(G) =w(@ =n+1)—a(G)+1.

(1,1) Si x(G) =w(G) =(n+1) — a(G), entonces

X(G) _ (n+1)7a(G)q2L(n+1)fa(G) _ w(G)Jr(ngrl)foz(G) < w(G)+(n+;)+1fa(G)

(1,2) Si x(G) =w(G) =(n+1) — a(G) + 1, entonces
Y(G) = (n+1)—a(G)+1—2+(n+1)—a(G)+1 _ w(G)—O—(n—O—;)—O—l—oz(G)

Caso(2) G1 no es completa. En este caso oy > 2. Dado que x(G) < x(G1) + 1 y por hipotesis de
induccién, se sigue que

(G) < w1+((n+1)72a(G))+17041 +1< w(G)+((n+1);a(G))+170¢1 +1

X S
< w(G@)+(n+1)+1—a(Q))
— 2

En base al todo lo anterior, se concluye que n +1 € S
De (1) — (2) y el principio de induccién se concluye que S = N, en consecuencia

V G con |V(G)| = n se tiene que x(G) < M



Capitulo

(GGraficas circulantes

En esta seccién se cupondra el manejo de la aritmética del anillo Z,, y algunos resultados elementales de
la teoria de nimeros .

Definicién 3.0.1. Sea G una grifica.
G es circulante si 3n €N y J C Z,\{0}, tal que :

V(G) =1Ly
y a G lo denotaremos como Cp(J).

Proposicién 3.0.2. Sean € N y G = C,,(J) una grdfica circulante.
Se tiene que E(G) = {{z,x +a} 2 € Zp,ac T} ={{z,c—a}:x € Zp,a € T}

Demostracion. Sean € N, G = C,,(J) una gréfica circulante. Por definicién tenemos que {z,y} € E(G)
sSy—zeJ.

(Q) Sea {z,y} € E(G).
Tenemos que y —x € J = 3Jae Jtalque,y—zr=a = y=x+a.
Ast, {z,y} ={z, 2+ a} e {z,x+0a}:x €Zy,a € T}.
Por lo tanto, E(G) C {{z,z+a}:2x € Zy,a € T}

(D) Sea {zx,x+a} € {{z,z+a}:x€Zy,a€ T}
Como (z+a) —z =a € J, entonces {z,x + a} € E(G)

Por lo tanto, E(G) 2 {{z,z +a} :x € Zp,a € J}
En consecuencia, E(G) = {{z,z +a} : 2 € Zp,a € J}.
Analogamente y del hecho de que {z,y} = {y, x} se sigue que

EG ={{z,z—a}:2€Zy,ae T} O

De la proposicién 3.0.2 se sigue que si G = C,,(J) es una grafica circulante, entonces E(G) = {{z,x +a} :
x € ZLp,a€ J}

Proposiciéon 3.0.3. Sea n € N.
Vae€Zy,, ssib€Zy,estal quea+b=0ya<|[3], entoncesb> |5 |

31
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Demostracion. Sean a,b € Z, tal que a +b =0y a < [F].
Supongamos que b < [ 7 |, entonces se tiene que

a+b<2|%] <2(5)=n= a+b#0]locual no es posible.
por lo tanto b > | % ]. O

Proposicién 3.0.4. Sean € N y G = C,,(J) una grdfica circulante.
Sida,be T tal que a+b=0, entoncesV x € Z, = V(G) se tiene que

Hz,z+a}, {z, 2 —a}} = {{z, 2 + b}, {z,z — b}}
Demostracion. Se sigue de hecho de que V a,b € Z,, talque a+b=0=a=-by b= —a . O

Si G es una grafica circulante, digamos que G = C,,(J), entonces en virtud de las proposiciones 3.0.3 y
3.0.4 siempre podemos asumir que V a € J se tiene que a < [ 3 ].

Definicién 3.0.5. Sea n € N.
Sean A, B C Zy,, w € Z definimos:

(1) A+ B:={a+b:a€ Abec B}.
(2) wA={wa:aec A}
Si A = {a}, entonces denotaremos A+ B como a + B.

Proposicién 3.0.6. Sea n € N.
Para J C Zy, con J # 0 se tiene que ¥ x € Zy, |T| = |T + z|

Demostracion. Sea J C Zy,, x € L.
Sea ¢, : J — J + = dada por

pla)=a+zx
Evidentemente ¢ es biyectiva, en consecuencia

T =1T +x|,Vzez,

Teorema 3.0.7. Sea n € N.
Para J CZy, con J£0. Sim=1|T| yV a€J se cumple que a < 5], entonces
YV x € Z, se tiene que

2 ;v 3 (méd
(notaaegy={jn_| o Yeenerg @i

Demostracion. Sean € Ny J C Zy, con J # () tal que m = |J| y V a € J se cumple que a < |5 ].

Claramente ¥V a € J tal que a # % (mdd n) se tiene que

{z,z — a} # {x,x + a}, (se sigue de la proposicién 3.0.3)

Sidac J tal que a = 4§ (mbd n) se tiene que

{z,z —a} = {x,x + a}, (se sigue de la proposicién 3.0.3)

Claramente J tiene a lo més un elemento digamos j tal que j = § (méd n) En consecuencia,
) | 2m si Y(ae€ J)(a# 5 (médn))
o Fatae T} = { 2m—1 en otro caso
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Corolario 3.0.8. Vn e N y G = C,(J) una grdfica circulante.
Se tiene que dg(u) = dg(v) V u,v € V(G), ademas

5(G) = 2m si Y(a€ J)(a# 5 (mdd n))
2m —1 en otro caso
Demostracion. Se sigue inmediatamente del teorema anterior. O

Del corolario 3.0.7 se sigue que toda grafica circulante es regular.
Definicién 3.0.9.
Sean,m € Ny {a1,az2,...,am} C Zy.
{a1,a2,...,a,}) = {z101 + 202 + ... + Ty, (méd n) : z; € Z}

Lema 3.0.10. Sea n,m € N y {a1,a9,...,am} C Zy,.
med(ay, ag, ..., am,n) =1 si y solo si Z, = ({a1,a2,...,an})

Demostracion. Sean,m € Ny {a1,az,...,am} C Zy.
(=) med(ay,ag, ..., am,n) =1 = 3 x,21,29, ..., T, € Z tal que

m m
nx—l—Za:kak =1= kaak =1 (méd n)
k=1 k=1
Como consecuencia inmediata, se sigue que
Zn = ({a1,a2,...,an}).
(<) Z,, = {ar, a2, ...,an}) = I x1, 22, ..., 2y € Z tal que
m m
kaakzl (médn)=>n|<2xkak—l):>3xez
k=1 k=1

m m
Zxkak —1l=nx = Zxkak +n(—z)=1
k=1 k=1
Por tanto, med(ay, as, ..., am,n) =1 O

Lema 3.0.11. V G = C,,(J) grdfica circulante.
Si pare z,y € V(G) 3 (z,y)-trayectoria T, entonces 3 a;,,...,a;, € J tal que,

T=(z,z+a,..,x+aj +..+a;)yx+a, +..+a; =y.
Donde r es la longitud de T.

Demostracion. Sea G = C,,(J) grafica circulante y z,y € V(G) tal que 3 (z, y)-trayectoria T'.
Digamos que T = (z = ug, U1, ..., 4, = y), 7 € N, tenemos que

{ui—1,u;} € E(G),Vie{l,...,r} = u—u—1 € J = Jaj, € J tal que u; = u;—1 + aj,

De manera inmediata se sigue que

i i
ui:U0+E ajk::chE Cij
k=1 k=1

Por tanto, y =u, =2+ Y ;_, aj, ¥
T - (l’,x + a’j17"'7x + ajl + + aj"‘)
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Teorema 3.0.12. Sea G = C,(J) grifica circulante.
G es conexa si y solo si med(J U {n}) =1,

Demostracion. Sea G = Cp(J) grafica circulante.
(=) G es conexa = 3 (0, 1)-trayactoria T
Sea r la longitud de T', por el lema 3.0.11, se sigue que 3 a;,,...,a;. € J tal que

T
T = (O,Gjuajl +ajyy e Yy, = 1)
k=1

Esto es,
i

Zaik =1 (méd n) = med(aj,,aj,,...,a;5,n) =1
k=1

En consecuencia, med(J U {n}) = 1.
(<) med(J U{n}) =1 por el lema 3.0.10, se sigue que Z, = (7).
Sea {ai,a2,...,am} =J.
Sea x € Z,, tenemos que
Jx; €Z,i=1,2,..,m tal que z1a1 + 2202 + ... + L@y = (Mdd n)

Obviamente suponer que 0 < z; < n — 1 (pues podemos identificarlo con su residuo médulo n).
Sea W = (0,a1,2ay,...,2101, 2101 + @2, ..., 2101 + T2a2 + ... + Tpp@yy, = 2 (Mbd n)).

Evidentemente W es un paseo de 0 a x, es decir, estan conectados.
Por tanto,

G es conexa.

Corolario 3.0.13. Sea G = C,,(J) grdfica circulante y g = med(J U {n}).

S1 H es componente conexa de G, entonces , H =2 C%(%j)

Demostracion. Sea G = Cp,(J) grafica circulante, g = med(J U {n}) y H componente conexa de G.
Consideremos o = min z.

z€V (H)
Sea y € V(H), por el lema 3.0.11 se sigue que 3 a;,, ..., a;, € J tales que
a+aj +..+a;, =y= 2N
Asi,

_ , B o
%G{Ovla-wg—l},pue5%§%<

Q3

Por el teorema 3.0.12, se sigue que C% (éj) es conexa. De manera inmediata por el lema 3.0.11 , se tiene
que dado = € Z% Jaj,,...,a; € J tales que

gr=a; +..+a; = gr+acV(H).
Sea ¢ : V(H) —{0,1,..., % — 1} dada por
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Por todo lo anterior, se sigue que ¢ esta bien definida, es inyectiva y sobre, por tanto es biyectiva.
Sea {z,y} € E(H).

=y-—r€J = o) —¢l@) € ;T
Por tanto, {¢(z), p(y)} € E(C=(;7)).

En consecuencia, ¢ es un homomorfismo de graficas, esto es
H=C»(17)
g g
O

En virtud, de todo lo anterior, solo consideraremos gréficas circulantes conexas. Esto es, en adelante, solo
consideraremos graficas conexa(Se supondrd la conexidad de estas).

3.1. Graficas circulantes bipartitas

Definicién 3.1.1. Para p primo fijo, definimos la valuacién p-adica,
vp : Z — N dada por

vp(k) = max{l : p'|k}

Teorema 3.1.2. V p primo.
YV k,ki,ko € Z se tiene que:

(a) vp(ky + k2) > min{vp (k1) vp(k2)}
vp(k1 + k2) = min{vy (k1), vp(k2)}, si vp(k1) # vp(k2)
¢) vp(kika) = vp(k1) + vp(k2)

(k) = vp(=F)

Demostracion. Sea p primo y ki, ke € Z. Tenemos
k= prz, ky = pr*2y, donde z,y € Z,p Jry p fy

(a) Sea I = min{v,(k1),v,(k2)} = 1 < wvp(k;) = p!lp?r ), como pr (ko) |k,
pl‘ki = pl|l€1 + ko = Up(kl + kg) >
Por tanto, v,(k1 + ko) > min{v,(k1), vp(ke)}.

(b) Supongamos v,(k1) # v,(ke) y sin perdida de generalidad supongase que
vp(k1) < vp(ke) = vp(ka) —vp(k1) > 0y vp(k1) = min{v,(k1), vy(ka)}, ast

ot + by = por(F) (g 4 yprn(k2)—vp(ka))
En consecuencia, v, (k1 + k2) = min{v,(k1), vp(k2)}
(¢) Tenemos kiky = pU»*F)FTvp(k2) gy por tanto
vp(k1kz) = vy (k1) + vp(k2)
(d) pr®) [k = p»® | —k = v,(k) < vp(—k)

por(=h) | — k= por(=k) | k = vp(—k) < vp(k)
Por tanto, vy,(k) = vp(—k)
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Nota: Las conclusiones en (a), (b), (¢) se siguen del hecho de que med(p,x) =1
med(p,y) = 1.

Lema 3.1.3. V p primo fijo, k1, ko, ..., km € Z yn € N.
g =med(ky, ko, ..., k). Tenemos

(1) vp(g) = min{v,(k1), ..., vp(km) }
(27) min{vp(n), vp(k1 — km)s s Vp(km—1 — km), vp(km)} < min{vy(n), vp(k1), ..., vp(km)}

Demostracion. Sea p primo, ki, ko, ....km €Z ,n € Ny g =mcd(k1, kay ..., k).
Sea r = min{vy(k1), ..., vp(km)}, w = min{v,(n), vp (k1 — km ), ..., Up(km—1 — km), vp(km) }

(i) Tenemos

p"" |p'”p(k1) y pvp(ki)

kiVi=1,2,..m=p" |kVi=12 ..m
Asi, p" | g = v,(g) > r. Igualmente se tiene,
pvrl9) |gyg|/<:i Vi=1,2,...,m :>p”P(g)|ki Vi=1,2,...m
= v,(9) <vp(k) Vi=1,2,...,m = v,(g9) <7
Por tanto, vp(g) = r = min{vy(k1), ..., vp(km)}
(#4) Analogamente a (%)
(a) p* |portki=km) Vi=12 . .m—1=p°|ki—knVi=12...,m—1
(b) p*|prtm) = p? | ky,
De (a), (b) se sigue que p* | k; Vi=1,2,...,m

= w<vy(k)Vi=1,2,...,m. Ademds w < v,(n)

cow < min{vy(n), vp(k1), ..., vp(km) }

Lema 3.1.4. V z,y € Z.
zly sty solo sivy(x) <wvy(y) V p primo
Demostracion. Sea x,y € 7Z.

(=) x|y, sea p primo.
Ju € Z tal que y = zu y dado que p”r’(z)|$ = Jv e Z tal que z = p»@y

= y = pvp(w) (uv) = pvp(w)|y

Por tanto, v,(x) < vp(y), V p primo.

(<) vp(z) < vp(y) V p primo.
Por el Teorema Fundamental de la Aritmetica se sigue que:
I3{p1,p2,-- -, Pu} CN,p; primoV j=1,2,...,wy{o,,...,a,} CN tal que

w
1D
i=1

36
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w
Evidentemente vy, (z) =o; Vi=1,2...w =z = Hp;)”'i ),
i=1

Por hipétesis se sique que v, (z) < vy, (y) = p;j” @) ‘ y,Vie{1,2,...,w}. Dado que med(p1, p2, - - -, Pw)

1, entonces

nd s
I 1y
=1

Por lo tanto, x|y

Lema 3.1.5. Sea G = C,(a1,as,...,a,,) circulante.
G tiene un ciclo de longitud impar < 3 xg, x1, ..., Tm € Z tales que,

m

Zwi =1 (méd 2) y xon—i—Zaixi =0
i=1 i=1

Demostracion. Sea G = Cy(aq,as, ..., ay,) circulante.

(=) G tiene un ciclo de longitud impar.
Sea C ciclo de longitud impar de G, digamos que r es la longitud de C, en virtud del lema 3.0.11 se
sigue que 3 a;,,...,a;, tales que

C=(u,u+aj,...,u+aj; +---+a; =u (méd n))

= Zajk =0 (méd n) = I 2o € Z tal que,

k=1
xon + Zajk =0 - (%)
k=1
Para cada i € {1,...,m}, sea z; = |{k : aj, = a;}|, asi de (x) obtenemos

m
Ton + E z;a; =0
i=1

Del hecho de que C es impar, se sigue que:
m
Zwi =1 (méd 2)
i=1
(<) 3 zo,21,...,Tm € Z tales que,

imi =1 (méd 2) ya:on—i—iaixi =0.

i=1 i=1
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Sin perdida de generalidad podemos suponer que z; # 0V i € {1,...,m}, pues aquellos x; = 0 no
aportan nada.

Sea W = (0,a1,2a1,...,2101,...,2101 + T2a2 + ... + Tipay =0 (m6d n)).
Claramente W es un paseo cerrado, entonces es la unién de ciclos ajenos en aristas.
Dado que le =1 (mdd 2),
i=1
= W tiene un ciclo de longitud impar
Por tanto, G tiene un ciclo de longitud impar.
O

Teorema 3.1.6. Sea G = Cp(a1,az,...,an,) circulante conexa.
G es bipartita < vo(d') > va(am)

Donde d' := med(n, a1 — amy ooy Q1 — Ay 26,).

Demostracion. G es bipartita < G no tiene ciclos de longitud impar < (lema 3.1.5) A xg,Z1,...,%m € Z

tales que,

m
in =1 (mdd 2) y xon + Zaixi =0
i=1 1=1
m m—1
Equivalentemente, Z x; =2u+1 para algin u € Z = x,, = — Z z; +2u+ 1.
i=1 i=1

Asi

)
m—1 m—1 m—1

m
0= Ton + Zaixi = ToN + ATy + Z a;r; = Tron — Z AmT; + am(2u + 1) + Z a;T;
i=1 i=1 i=1 i=1

m—1
Ton + Z (a; — am)Ti + 26U = —a,
i=1
Sea d' :=med(n, a1 — Ay -y Ap—1 — A, 2Q0)-
Por tanto, G es bipartita < d' fan,. - ----------------- (%)

Sea p # 2 primo, tenemos v,(2) = 0 y por el lema 3.1.3 se sigue que
0 <wv,(d') = min{vy(n),vp(ar — am), v, Vp(@m—1 — am ), Vp(am)}
< min{v,(n),vp(ar), ..., vp(am)}=vp(med(n, a1,...,am)) = vp(1) =0
Por tanto v,(d') =0 si p # 2.
En virtud del lema 3.1.4 se tiene que (*) es equivalente a:

va(d') > va(am)
Por tanto, G es bipartita < ve(d') > va(am).
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Corolario 3.1.7. Sea G = C, (a1, a2, ...,a;,) circulante coneza.
G es bipartita si y solo siu=1 (méd 2) Vu e J yn=0 (mdd 2).

Demostracion. Sea G = Cy (a1, as, ..., a,) circulante conexa.
sea d' :=med(n, a1 — Gy ooy G—1 — Gy 2007,).

(=) G es bipartita.

Por el Teorema 3.1.6 y el lema 3.1.3 se sigue que

vala; — am) > va(d') > va(am), Vi=1,2,...m—1.
Sidie{l,2,...,m—1} t.q. va(a;) # v2(an,), entonces por el Teorema 3.1.2
va(am) > min{va(a;), v2(am)} = va(a; — am) > v2(ay,), lo cual no es posible.
Por lo tanto vy(a1) = va(az) = -+ = va(ay,) y dado que va(n) > va(d’) > va(am), se sigue que:
Para cada i € {1,2,...m} se tiene,
va(a;) = min{va(n),va(ay), ..., va(am) }=va(med(n, a1, ..., am)) = v2(1) = 0.
Por lo tanto, a; =1 (méd 2),V j € {1,2,....,m} yn =0 (mdd 2).

(<)a; =1 (méd 2) Vje{l,2,...,m}yn=0 (méd 2).
Inmediatamente tenemos que :

vo(a; —am) >1Vie{l1,2,...,m—1}
Por tanto,

va(d') = min{va(n),va(a; — am), -, V2(Am-1 — am ), v2(am)} > 1 > va(am,) =0

Por el Teorema 3.1.6 se concluye que G es bipartita.

3.2. Numero cromatico

En esta seccién, nos dedicaremos al calculo del nimero cromético x(G) para gréaficas circulantes con

G = Cy(a,b).

Teorema 3.2.1. Sea G := C,(a) circulante conexa. Entonces,

/2 si n=0 (mdd 2)
X(G)_{ 3 si n=1 (mbd 2)
Demostracion. Sea G := Cy,(a) circulante conexa.
= G es un ciclo (Pues, G es Hamiltoniana)
Por tanto,
/2 si n=0 (mdd 2)
X(G)_{ 3 si n=1 (méd 2)

O

Proposicién 3.2.2. (Brooks) Sea G una grdfica y d > 2 tal que dg(u) < d,Vue V(G) ysiC <G es
una componente conexa de G, entonces C no es una grdfica completa de orden d+ 1. Entonces x(G) < d

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema de Brooks O
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La proposicién 3.2.1 nos asegura que una grafica circulante G = C,(a,b) puede ser coloreada con 4 co-
lores, excepto en el caso G = K5, jpodemos generar Ky como grafica circulante 7, tomamos n = 5 y
a =1,b =2, tenemos C5(1,2) = K5 y es la tinica manera de obtener a K5 como grafica circulante, en
este caso x(C5(1,2)) = 5.

Por tanto, solo tenemos que decidir si C),(a,b) se puede colorear con 3 colores. Esto se hard sobre todo
haciendo una 3-coloracién explicita, usando los colores 1,2,3. Aqui solo trataremos algunos casos parti-
culares.

Estas coloraciones se darédn generalmente como elementos del semigrupo libre generado por {B, G, R}.
A manera de ejemplo ((BG)?R)?BR = BGBGRBGBGRBGBGRBR.

Sea xgxy ...Tr_1%, definimos la rotacién [, por:
rot(l) == Tr 1 Tp_(—1) ... Tr_1TpTOTL . .. Tp_i41
Proposicién 3.2.3. Sea C,(a,b) grdfica circulante tal que med(n,a) = 1, entonces
Chn(a,b) = Cp(1,a7b (mdd n))

Demostracion. Sea G = Cp(a,b) gréifica circulante tal que med(n,a) = 1.
= Ja~ !, asf sea H = C,(1,a71b) y definamos la siguiente funcién
¢ :V(G) — V(H) dado por

o(x) =a .

Obviamente ¢ en biyectiva.
Seau,v € BE(G) =v—u=adév—u=h.

Siv—u=a=atv)—at(u)=1
Siv—u=b=a'(v)—at(u)=a"'tb
= ¢(v) — ¢(u) € {1,a”'b}
= {6(w), 6(v)} € B(H)
Por tanto, ¢ preserva la adyacencia, en consecuencia
Cn(a,b) = Cy(1,a7 D)
O

En virtud de la proposicién 3.2.3 consideremos el caso especial C,(1,a) con mcd(a,n) = 1y es la que
trataremos en lo que sigue.

Sin =0 (méd 2), entonces a =1 (méd 2), y por el corolario 3.1.7, se tiene que
Cn(1,a) es bipartita = x(Cp(1,a)) = 2.
De manera nos falta considerar caso n impar, recuerdese que podemos suponer que
2 <a< 1)
Proposicién 3.2.4. Sean=1 (méd 2) ya € {2, "T_l}

G = Cp(1,a) es 3-coloreable < 3|n



CAPITULO 3. GRAFICAS CIRCULANTES 41

Demostracién. Sean =1 (méd 2) y a € {2,251}

Tenemos med(n — 1,n + 1) = 2 = med (252, 2H) =1
Sia = 251, entonces 1 = med(a,n) = med(25%, 2H) = med(251,1), y dado que 2a = —1 (méd n), se
tiene que

G =Cp(1l,a) = C,(1,-2) = C,,(1,2), (Por la proposicion 3.2.3)
De manera que basta considerar el caso a = 2

(=) G =Cy(1,2) es 3-coloreable.
Sea ¢ : V(G) — {0,1,2} una 3-coloracién de G. Sin perdida de generalidad, supongamos que
c(0)=0yc(l)=1.
Afirmo: Para k con 0 < k < n se tiene ¢(k) = k (mdd 3).
Asumase que es cierto para 0 < k — 1,k < n — 1. Tenemos

{kk+1},{k—1,k+1} € E(G) = c(k+1) # { EEZ)_:lg‘“:(r?ﬁ f)(méd 2)

=ck+1)=k+1 (mdd 3).
n—2 (méd 3)
{n—-2,0},{n—1,0} € E(G) :>07${ n—1 (méd 3)
Por tanto, 3|n.

(<) 3n.
Sea c¢: V(G) — {0,1,2} dado por

c(i) :==14 (mdd 3)
Es evidente que ¢ nos define una coloracién de G, por lo tanto G = C,,(1,a) es 3-coloreable. O
Proposicién 3.2.5. Sea n =1 (méd 2) y
méux{Q7 ”T_B} <a< "7_3
Cn(1,a) es 3-coloreable < (n,a) # (13,5)
Demostracion. Sean =1 (méd 2) y

méx {2,252} <a< B3 oo (+)

(<) (n,a) # (13,5).Mostremos que Cy,(1,a) es 3-coloreable
De (x) se sigue que 3 s € Ny tal que a + s = ”7_3

=>n=2a+2s+3

Ahora, si s > & = n >3a+ 3y por (x) n > 3(%52) + 3 = n, lo cual no es posible.
Por tanto s < §.

De esta manera, podemos escribir a n, de la siguiente manera
n=2a+1)+2s+1y0<s<g.

Y aplicando el algoritmo de la divicién con a y 2s + 3, se sigue que
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a=(2s+3)g+t,conqg,t€Zyteq0,...,25+2}.
Si t es impar, entonces sea
X = ((BG)SHR)q(BG)“*1)/23((GR)SHB)Q(GR)(“1)/2G(RG)3*((tfl)/g)RB(RB)(tfl)/QR
Xrota = ((GR)**'B)Y(RB)*"V/2R((BG)**'R)1(BG)*"V/2B(GR)*~(*-V/2GR(GR)*~V/2B

esta es una coloracién valida, no evitaremos la verificacion tediosa.

Si t es par, tenemos los siguientes caso y la respectiva coloracién:
(i) 2<t<2sy2lt
X := ((BG)**'R)4(BG)"/?((RB)**'G)*(RB)"/?>(GR)**'~(*/2)(BR)(*/2~1 BGR.
(it) t=0.
X = ((BG)*'R)1((GR)*™' B)!(RB)**G.
(#i1) t=2s4+2y s> 1.
X := ((BG)**1R)?9"2(BG)*R.

(iv) t=2s+2,s=0yn>19.
X := RBGBGRGR(BGR)(»~1/)=2GRBR(BGR)((»~1/6)=2p

Por tanto, Cy,(1,a) es 3-coloreable.

(=) Cn(1,a) es 3-coloreble.
Supongamos que para n = 13 y a = 5 se tiene que C;3(1,5) es 3-coloreable.

Sea c¢:{0,1,...,12} — {0, 1,2} una coloracién de C13(1,5) y E = E(C13(1,5)).

Dado que 3 /f n, entonces existen algunos i’s tales que
c((t—1) (méd 13)) = ¢((i + 1) (mé6d 13))

Sin perdida de generalidad supongamos que ¢(0) =0, ¢(1) =1y ¢(2) = 0.

Supongamos que ¢(12) = ¢(3) = 1. Ahora,
{0,8},{3,8} e E = ¢(8) =2
{8,9},{1,9} e E=¢(9) =0
{2,7},{7,8} e E=¢(7)=1

Esto no es posible, pues {7,12} € E .
En consecuencia, ¢(12) = 2 6 ¢(3) = 2, por simetria basta considerar un casa, digamos ¢(3) = 2.

Tenemos:

{0,8},{3,8} € E = ¢(8) =1
{7,8},{2,7} € E = ¢(7) =2
{7,12},{0,12} € E = ¢(12) =1
(4,12},{3,4} € E = ¢(4) =0
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{4,9},{8,9} € E = ¢(9) =2
{2,10},{9,10} € E = ¢(10) =
{5,10},{4,5} € E = ¢(5) =2
{1,6},{5,6} € E = ¢(6) =0
{3,11},{6,11} € E = ¢(11) = 1

Esto no es posible, pues {10,11} € E.

Por tanto, (n,a) # (13,5)

Proposicién 3.2.6. Sea n impar y

Entonces Cy(1,a) es 3-coloreable.

Demostracion. Sea n impar y

3<a< i

Sea r := LGLHJ
Supongamos que r < 3 = m <3=>n<3a+1) =
(%)

Pot tanto, r > 3.

Caso-1. 2la y 2 fr = r(a+ 1) es impar, ahora:
3<r< g =re+tl)<n 3d3seENgtgqn=r(a+1)+s

Dado que n es impar, entonces s’ es par, as{ s’ = 2s para algin s € Ny. De esta manera,

n=r(a+ 1)+ 2s, para algin s € Z

Atlin més, 0 < s < 4.

Sl s < (a/2) — 1 tomamos la coloracién

= ((BG)"Ry\(BR) B(GR)"/>.

s = a/2 tomamos la coloracién.

X := ((BG)*?R)"'B(GR)*/~'BG(RB)\*/?~'GR.
Por tanto, Cy, (1, a) es 3-coloreable.
Caso-2. 2 fa 6 2|r < 2|r(a+1).

igualmente para ese caso podemos escribir n =r(a+1) +2s+ 1, con 0
Tenemos:

Si a es impar, tomamos la coloracion:

X := (BG)"~2¢=V/2B(RB)\*~V/2R(GR)(*~D/2q@

Si a es par y r par, tomamos la coloracién:
X := ((BG)*?R)"2B(RB)*(GR)*/?>BG(RB)\*/?~'GR

Por lo tanto, Cy, (1, a) es 3-coloreable.

<

s <

a
3"

43

n=3 < @, esto no puede ocurrir, pues se cumple
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3.3. Numero cromatico para cada k € N de la graficas circulantes
Cn(1,2,...,k)
Lema 3.3.1. Sean n,k € N.
Sin < 2k + 1, entonces x(Cpn(1,2,...,k)) =n.

Demostracion. Sean n,k € N tales que n < 2k + 1. Sea G = C,,(1,2,...,k).
Evidentemente |5 | < k.

Afirmacién: G = K,,.

Como G es transitiva en vértices, basta ver que 0 es adyacente al resto de los vértices.

Sea © € V(G) = Z,, tenemos que
HyeZ:x<y<n}|<kdé|{y€Zn:0<y<a}| <k, (pues |%] <k)
Asi,
{0,2} € E(G), (por definicién de gréfica circulante).

En consecuencia, G = K,,. Asi

O
Proposicién 3.3.2. Sea n,k € N tal que n > 2(k + 1)
IH<C,(1,2,...,k) tal que H = Ky
Demostracion. Sea n,k € N tal que n > 2(k+1) .
Tomemos G = Cy,(1,2,...,k) y sea U :={0,1,...,k}, claramente,
GU] & Kj41, se sigue de la definicién de grafica circulante.
O
Corolario 3.3.3. Sea n,k € N tal que n > 2(k+1).
X(Cn(1,2,...,k)) > k+ 1.
Demostracion. Aplicacién directa de la proposicién 3.3.2 O

Lema 3.3.4. Sean n,k,m € N tal que m > 2.
Sim(k+1) <n< (m+1)(k+1), entonces

n < x(Cn(1,2,...,k))m.

Demostracion. Sean n,k,m € Ntal que m >2y m(k+1) <n < (m+1)(k+1).
Para G = Cy,(1,2,...,k) y r = x(G).

Sea ¢ : Zn, — {0,1,...,7 — 1} una r-coloracién de G.

Definamos lo siguiente:

a; = [{ueV(G):c(u)=j},je{0,1,....,r—1}
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r—1

Obviamente, n = Z R R (%)
3=0

Afirmacién: a; <m,V j € {0,1,...,7r —1}.

Prueba.
Supongamos que 3 j € {0,1,...,r — 1} tal que a;; > m.

Para este j, tenemos {u € V(G) : c(u) = j} = {u1,u2 ..., uq, }
Como V(G) = Zy, y por la simetria, podemos suponer que 0 = u; < up < -+ < Ug,

Seaﬁ¢:|{x€Zn:ui§x<ui+1}|coniG{l,?,...,aj—l}
Y5aj=|{x€Zn:uaj§x<n—l}‘

aj
Claramenten:Zﬁiyﬁi >k+1,Vie{l,2,...,a;}.
i=1
Sn=> fi>a;(k+1)=n>(m+1)(k+1).
i=1
Esto no es posible, pues n < (m+1)(k+1).

Por lo que o <m, V j € {0,1,...,r —1}.

De (x) se concluye que,

n < x(Cn(1,2,...,k))m (se sigue de la afirmacién).

Con esto ya podemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5. Sean n,k € N.

I Sin<2(k+1), entonces

IT Sin>2(k+1), entonces
(a) ImeN conm >2 tal quem(k+1)<n<(m+1)(k+1).
(0) x(Cn(1,2,...,k)) =[]
Demostracion. Sean n,k € N.

(I) Paran < 2(k+ 1), del lema 3.3.1 se tiene que:
X(Cn(1,2,...,k)) =n.

(II) Paran > 2(k+1).
(a) Por el algoritmo de la divicién se sigue que 3 m,r € N tal que
n=mk+1)+r0<r<k+l=mk+1)<n<(m+1)(k+1)

Comon >2k+1)=m>2.
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(b) Por el corolario 3.3.3 se sigue que:
X(Cn(1,2,.. . k) > k4+1------m oo - - - (%)
Para n = m(k 4+ 1), tenemos que
X :=(01---k)™

Es una (k + 1)-coloracién de C,,(1,2,...,k), asi

X(Cn(1,2,...,k)) =k +1=[2], por (x).
Ahora supongamos que m(k+1) <n < (m+1)(k+1)

=S k+2< 2] (%)

Seal=[1],32z€Ncon0<z<m tal que

n=ml—z=n=(1-1)(z)+ ())(m—x)
Por (x) se tieneque | > k+2=1-1>k+ 1.

Sea {ay,asz,...,a;—1,a;} un conjunto de [ colores.
X = (araz---a;—1)%(araz---a)™ "

entonces

i )
X(Cn(1,2,.. k) <1 =[]

Claramente X es una [-coloracién de C;, (
Y por el lema 3.3.4, se tiene que

Por lo tanto,
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