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Introduccion

Las estratificies son una generalizacién de las 2-variedades en las que hay curvas cerradas simples sepa-
radas, donde se encuentran varias hojas. Sabemos que las 2-variedades son clasificadas en términos de
su grupo fundamental, pero para una determinada estratificie X hay una infinidad de estratificies no
homeomorfas con el mismo grupo fundamental que X. El objetivo del presente trabajo es principalmente
estudiar a las estratificies.

En el primer capitulo definiremos lo que es una estratificie X, le asociaremos una grafica Iy bipartita con
aristas y vértices etiquetados, la grafica I'y consiste de vértices «blancos» y «negros» que corresponden
a las partes de 2-variedades y a curvas cerradas simples, respectivamente; junto con un etiquetamiento
de aristas y vértices, I'y esencialmente determina X, es decir, dada una estratificie podemos asociarle
una grafica bipartita etiquetada y viceversa. Probaremos que existe una retraccion de X a I'x. La gréfica
I'x es un arbol cuando 71 (X) es finito. Obtendremos informacién de 71 (X) a partir de I'x, por ejemplo,
daremos una presentacién del grupo fundamental 71(X) cuando I'x tiene todos sus vértices blancos de
género cero. Demostraremos que si Hy (X, Zs) = 0, entonces todos los vértices blancos de I'x tienen género
0y si Hi(X) = ZJ para algin m > 0, entonces todos los vértices terminales son blancos. Este primer
capitulo finalizara hablando de las estratificies lineales y estratificies trivalentes.

El capitulo 2 se centra en el problema de clasificacién de las estratifices con grupo fundamental trivial, en
este capitulo probamos un primer resultado que afirma que si X es una estratificie simplemente conexa
entonces es homotdépicamente equivalente a una cuna de m — n 2-esferas, donde m (respectivamente n) es
el nimero de vértices blancos (respectivamente negros) del drbol I'x. Proporcionamos un algoritmo para
determinar cudndo una estratificie X es 1-conexa. Probaremos la siguiente equivalencia: Si X es trivalente,
entonces es 1-conexa si y solo si Hy(X;Z¢) = 0. Finalmente definimos operaciones sobre I'x a las que
llamamos O1, O2 y O1*. Demostraremos que las operaciones O1, O2 no modifican el grupo fundamental
de X. Terminaremos este capitulo mostrando que todas las estratificies trivalentes con grupo fundamental
trivial son construibles mediante las operaciones antes mencionadas y damos un teorema de clasificacion.

El capitulo 3 basicamente es dar un teorema de clasificacién para las estratificies trivalentes con grupo
fundamental Zs. Este capitulo damos como un primer resultado: Si X tiene grupo fundamental Z,,
entonces I'x es un arbol, todos sus vértices terminales de I'x son blancos, tiene a lo mas un vértice
blanco de género distinto de cero, mas atn este género debe ser —1 y la 2-variedad que representa es una
banda de Mobius agujereada. Proporcionamos ejemplos de estratificies trivalentes que no tienen grupo
fundamental Zs y cumplen las propiedades antes mencionadas. Definiremos una operacién O3 sobre I'x,
y bajo esta operacion junto con O1, 02, O1* damos un teorema de clasificacién para las estratificies con
grupo fundamental Z.

El capitulo 4, consiste en introducir nuevos conceptos, definiremos lo que para nosotros serd una estratificie
con frontera, un espacio espuma, y siguiendo el espiritu de los capitulos previos, para las estratificies con
frontera probaremos algunos resultados andlogos a las estratificies y para los espacios espuma buscamos
resultados similares. En esencia este capitulo su intencién es plantear un problema de clasificacién de estos
espacios y sembrar la semilla en una direccién para el estudio de este.

v



Capitulo

Estratificies

1.1.

Preliminares

En esta tesis se supondra que ya se tienen los conocimientos basicos de teoria de graficas, topologia general
y algebraica. Enseguida se dard la notacién que se usara a lo largo de este documento.

Recordemos que Top denota la categoria de espacios topolédgicos.

Para cada X € Top, 7x denotara su topologia y para cada A C X:

Va(X):={U C X : ACintx(U)} es la coleccién de vencidades de A en X.
13A (X):={UCX:ACUUrx} es la coleccién de vencidades abiertas de A en X.

o]
Cuando no exista confusion en el contexto hablado, solo escribiremos Va, vy Va.

Para X € Top el conjunto de sus componentes conexas lo denotaremos por (X ), esto es;
€ (X):={W C X : W es conexa maximal}.
Para cada X, Y € Top el conjunto de funciones continuas es definido como:
C(X,Y):={f: X — Y : [ es continua}.
Se dice que X, Y € Top son homeomorfos si existe h € C(X,Y) biyectiva tal que h~1 € C(Y, X) .
Nosotros denotaremos esto como X =Y. Ahora, si X 2 Y, denotaremos al conjunto de homeomor-
fismos de X y Y como sigue;
Homeo(X,Y) :={h € C(X,Y) : h es homeomorfismo}.
Para X € Top, el cono abierto CX es el espacio cociente

CX =X x (0,1]/X x {1}.

Para X € Top, el cono cerrado C(X) es el espacio cociente



C(X):=X x[0,1]/X x {1}.

Llamaremos a D" := {(x1,22...,2,) € R": Zz? < 1} disco (cerrado) n-dimensional (n > 1). Si
j=1
n = 1, denotaremos D' como I.

e Paracadan e N, L™ :={1,...,n}.

H={(z,y) e R*:y >0}

Sea X € Topy f € Homeo(X, X). El toro de f se define como

Xp =X x I/ (2,1) ~ (f(2),0)

e Una n-variedad M es cerrada si M es compacta y sin frontera.

Por ltimo, dada una grafica I', denotaremos por V(I") al conjunto de vértices de T', por F(I") los vértices
finales de I' y A(T") al conjunto de aristas de T; asi I' = (V(T'), A(T")). Si 2,y € V(I') y hay una arista
que las conecta, denotaremos a esta arista como {z,y}. Si una arista {z, y} tiene etiqueta 6, denotaremos
esto como {z,y}g.

1.2. Estratificies y sus graficas

Definicién 1.2.1. Una estratificie X es un espacio topoldgico segundo numerable, Hausdorff, compacto,
conexo junto con una filtracion ) = Xq C X1 C Xo = X tales que:

(a) X1 es una I-variedad cerrada.

(b) Para cada x € X1 existe Uy € V,, n =n, €N tales quen >3 y U, 2R x CL™.

(¢) Para cada x € X5\ Xy existe U, €V, tal que U, = R2.
Denotemos al conjunto de las estratificies como &, esto es, € := {X € Top : X es estratificie}.
Proposicion 1.2.2. Sea X € £ tenemos que:

(i) Para cada C € €(X;), C =St

(ii) Para cada C € €(X1) existe d = dc € N, h € Homeo(C(L%),C(L%)) y existe N(C) € V¢ regular,
tales que h|pax oy =T € Sq, N(C) = N (C) := C(L%)y.

(#91) En (i3) si ' es conjugado de 7, entonces N (C) = N (C).

Dem.
Sea X € €.

(1) Dado que X; es una l-variedad cerrada, es decir, es compacta y sin frontera, entonces por la
clasificacién de las 1-variedades se sigue inmediatamente que para cada C' € €(X;), C = S

(it) Sea C' € ¥(X1). Por definicién tenemos que para cada x € X, existe U, € V,, n = n, € N tales
que L, =L"yU, 2R xCL, y |LI| > 2.

n
Asi, C C U U, y por compacidad se sigue que existen x1,...,x, € C tales que C' C U Ug,-
zeW j=1

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que:

2



n
(a) paracada k€ {1,...,n},C ¢ U Us,, es decir, n es minima.
J=1,j#k

(b) C =X, N OUTJ..

j=1

Ahora, para cada j € {1,...,n} sea yu; el punto de cono de CL,; y sea ¢; : Uy, — R x CL,,
homeomorfismo.

n

Afirmacién-1: Para cada j € {1,...,n}, ¢; ' (R x {u;}) CC'y U o5 (R x {u;}) = C.

j=1
Prueba:
Sea j € {1,...,n}, supongamos que existe a € R x p; tal que ¢;1(a) ¢ C, entonces por (b)
qb;l(a) € X, \ X1, por lo que existe una vecindad V¢j—1(a) CUy V¢j—1(a) =~ R? de q&;l(a), dado
que ¢; es homeomorfismo, se sigue que ¢j(V¢_ﬁ1(a)) es una vecindad de a homeomorfa a R?, lo cual

J

no es posible, pues a € R x pu;, por lo tanto

Vje{l,...,n}, quj_l(Rx {Nj}) cC.

n
Por ultimo, sea x € C, dado que C C U U,,, entonces existe j € {1,...,n} tal que x € U,,.
j=1
Supongamos que ¢;(x) ¢ R x {y;}, entonces ¢;(x) estd en una de las hojas de R x C'L,, por lo que
existe una vecindad Vj () homeomorfa a R? de ¢;(z), y dado que ¢; es homeomorfismo se sigue
que qﬁj_l(Vd,j ()) es una vecindad de x homeomorfa a R2, lo cual no es posible, pues 2 € C, por lo
tanto,

n

U ot (R x {u}) =C.

j=1

En consecuencia, la Afirmacién-1 es verdadera.

Ahora, como C' € ¢(X;), C = S! y para cada j € {1,...,n}, Ug; 2 R x CL,,, de manera que
podemos suponer que C = S! y para cada j € {1,...,n}, Uz; = R x CL,;. Més atin, nosotros
podemos suponer que Uy, NUy,,, # 0, j=1,...,n—1(reordenando si es necesario) y U, N X1 = 0.

Evidentemente para cada j € {1,...,n — 1}, Uy, N Uy, , = R x CL, para algtin L finito.

i+1

Afirmacion-2: Ly, = --- = Ly, .

Prueba.

Sea j € {1,...,n — 1}, sabemos que U,, NU,,,, = R x CL, para algin Lj; finito, asi, sea ¢, :
Ug; NUg, ., — R X CL; homeomorfismo. En virtud de la Afirmacion-1 se sigue inmediatamente

que:
@i (R x {u;} NR x {pj41}) =R x {w;}, donde w; es el punto de cono de R x C'L;.
Por el inciso (b) de estratificie, se concluye que L; = L, = L., ,, como consecuencia inmediata

tenemos que L,, = --+ = L, , lo cual prueba lo afirmado. Mds atin, las hojas de cada R x CL,,
coinciden.



n
Ahora, sea L = L,, = --- = L, considerando todo lo anterior se sigue que en U Uy, hay una
=2

vecindad U de U (é;l(R x {p;}) tal que U 2R x CL.
j=2

Hasta aqui, tenemos que C C U UU,, y ni U ni U,, no cubren C por si solos. Sean « el punto de
conode Rx CLysean ¢ : U — RxCL, ¢1 : Uy, — R x CL homeomorfismos. Dado que U
y Uz, no cubren por si solos a C', entonces podemos tomar ¢ € R tal que A = <p_1({t} X CL) =
o7t ({t}xCL)y C ¢ (UUU,,) \ A. Con argumentos anslogos a los anteriores tendremos que existe
una W CcUUU,, talque W 2R xCLy C C WUA, pero C € W. Unir W con A podemos
pensarlo como ponerle a W en cada extremo A y el pegado final es mediante un homeomorfismo
h: A — A que es practicamente un homeomorfismo de C(L) a C(L), y sabemos que por ser A un

homeomorfismo h(L) = L, es decir, h queda totalmente determinado por una permutacién = € Sy,
donde L ={1,...,d}.

Se concluye que para cada C € €(X;) existe d = do € N, h € Homeo(Y,Y) y existe N(C) € V¢
regular, tales que N(C) = N;(C), h|p =7 € S4, donde:

Ne(C) = (v x [0,1]) /(9,1) ~ ((y),0) y Y = C(L) y L={1,...d}.

(#i7) Sabemos que dos permutaciones conjugadas tienen el mismo ciclo de estructura, en consecuencia,
se cumple lo deseado.

O

De manera que podemos pensar que 7 es una clase conjugada en Sy. Sabemos que hay una correspondencia
1-1 entre las clases de conjugacion de Sy y las particiones de d, esta correspondencia es especificamente la
estructura de ciclo, ademds el nimero de clases conjugadas de Sy coincide con el nimero p(d) de particiones
distintas de d (p se conoce como funcién particién). Asi, una componente de N, (C)(el conjunto de puntos
que tienen una vecindad abierta homeomorfa a H) corresponde a una suma de la particién 7, se sigue de
los Teoremas 2 y 3 de [1] que N,(C) = N(C) para una tnica particién .

Sea X € £. Para cada par C,C" € €(X;) distintos, tomamos N(C) € Vo, N(C') € Ve suficientemente
pequenas tal que N(C) N N(C’) = (). Llamemos a las cerraduras de las componentes N(C') \ C las hojas
de N(C).

Ahora, construimos una grafica bipartita conexa ['x asociada a la estratificie X.

Escribimos M = X \ Ugew(x,) IV (C). Los vértices blancos de la gréfica I'x son las componentes conexas

de M; los vértices negros son las N(C), C' € €' (X1). Una arista es una componente conexa S de OM; une
un vértice blanco W con un vértice negro N(C) si S = W N N(C).

Obtenemos una realizaciéon geométrica de I'y como un encaje en X de la siguiente manera: en cada
componente C; de X; escogemos un vértice negro b;, en el interior de cada componente W; de M =
X\ U; N(Cj) escogemos un vértice blanco w;. En cada componente S;; de W; N N(C;) escogemos un
punto ¥;;, un arco a;; en W; de w; a y;; y un arco 3;; de y;; a b; en la hoja de N(Cj) que contiene a
¥i;. Una arista e;; entre w; y b; consiste en el arco ay; * 3;;. Para ¢ fijo, los arcos a;; son escogidos para
conectarse con w;.

La siguiente imagen nos proporciona una idea de lo anterior:



Figura 1.1: [2]

Definicién 1.2.3. Sea X € £.
» Bx:={veV(Ix):v es blanco }
» Nx ={veV(Ix):v es negro }
n §:={x:X €&}
El siguiente lema es importante.
Lema 1.2.4. Para cada X € & existe una retraccion r: X — I'x.

Dem.

Para cada componente W; de M, la unién de los arcos | J ; vij es un cono en los puntos y;; con punto de
cono w;, asi |J ;i puede considerarse como un retracto de I x I y por lo tanto tiene la propiedad de
extencién de Tietze. Asi el mapeo Uj o UOW; — Uj a; que es la identidad en Uj ag; y tal que OW;
se retrae a |Jyi; se extiende a una retraccién de W; a (J; a;;. Similarmente hay una retraccién de N(Cj)
alJ ; Bij- Dado que las retracciones coinciden en W; N N (C5) — {wij}, entonces las combinamos para
producir una retraccién r : X — I'x.

O
Corolario 1.2.5. Sea X € £. Si m1(X) es finito, entonces U'x es un drbol.

Dem.

Sea X € & con m(X) finito. Por el lema 1.2.4 se sigue que 71(I'x) es finito. Sabemos que el grupo
fundamental de las graficas tiene grupo fundamental infinito 6 trivial. Por tanto, m (I'x) es trivial, y esto
solo ocurre si I'x es un arbol.

O

A partir de aqui para cada X € £ denotaremos como rx la retraccién del lema 1.2.4 asociado a X.

Ahora asignamos etiquetas a los vértices de I'x. Si F' es una superficie compacta, g(F') serd su género,
con la convencién de que g(F) < 0, si F' es no orientable. Asf g(P?) = g(Mb) = —1, g(K) = -2, etc.,
donde Mb es la banda de Mdoebius y K es la botella de Klein.

Un vértice v € Bx es etiquetado con el género g = g(r; 1(1})) (como en la convencién definida arriba) y
diremos que v tiene género g. Si v € Bx no tiene etiqueta se supondra que tiene etiqueta 0 a menos que
se diga lo contrario. Una arista S € A(T'x) es etiquetado por n, donde n es un sumando de la particién
m correspondiente a la componente S de N, (C) donde S C ON,(C).



Note que no hay necesidad de etiquetar a los vértices negros con la particion 7 por que la particién es
mostrada por las etiquetas de las aristas adyacentes. También note que el niimero de componentes frontera
de W es el nimero de aristas adyacentes de W.

Observacién 1.2.6 (Generadores y relaciones de m1(Xr)). Si I'x es un drbol con todos vértices
blancos de T'x de género 0, entonces 1 (Xr) tiene una presentacidn natural con generadores:

{b}bENX )

{c1,...,cptweBy (aqui ci,...,c, corresponden a las curvas frontera de los p-agujeros de S* que
corresponden a w, en otras palabras, tendremos un generador por cada arista)

y relaciones:
c1---¢p =1, uno para cada w € W,

b™ = ¢;, para cada arista ¢; € T'x entre w y b con etiqueta m > 1 (correspondiente a W U N(Cy),

Cy € C(X1)).

Por ejemplo, para la gréafica de la figura 1.1 leemos la siguiente presentacién de
71 (Xr) = {b1,b2,b3,c1,¢2,¢3,c4,¢5 1 c1 = 1,00 = 1, c3cac5 = 1,07 = c1,b5° = c2,b3° = 3,05 = ¢4, b5 =
csh = {b1, b2, by 1 07 = 1,07 = 1,65 7170 =1} = Ly # Ly * Ly gy

Definicién 1.2.7. Dada una estratificie X, diremos que T es un subcomplejo de X si
s TTCX
. T =1yt (I'"), donde I es una subgrdfica de T'x.

Ahora, sea X € £, T' =T'x y T un subcomplejo de X. Sea T el cociente de X obtenido por colapsar la
cerradura de cada componente de X \ T" a un punto (los puntos son distintos para cada componente).
Note que T es una estratificie cuya grafica I es la unién de I y las aristas etiquetadas (con sus vértices)
de st(I'") — I los cuales son adyacentes a los vértices negros de I'. (Aqui st(I”) es la estrella de ITV).

B ——— Mz

M1/ \n;

Figura 1.2: [1]

Entonces 7(T) es un cociente de m(X) y similarmente H(T) y Hy(T;Zs) son cocientes de Hi(X) y
H,(X;Zs), respectivamente.

Para el siguiente teorema tengamos presente la siguiente notacién y concepto:

= S, denota la superficie cerrada de género g (es decir, compacta y sin frontera).



= Sea I' es una grafica bicoloreada y etiquetada que representa una estratificie X, y sea I'' una subgrafi-
ca de I'. Podar T" en I" significard eliminar vértices y aristas de I' hasta obtener una subgrafica de
T" con el minimo nimero de aristas y vértices, que tenga como subgréfica a I y represente una
estratificie (obviamente, no toda subgréfica de I' representa una estratificie).

Teorema 1.2.8. Sea I' =T'x cualquier grdfica de una estratificie X = Xr.

(a) Si T tiene al menos dos vértices terminales negros, entonces existe un epimorfismo m(Xr) —
Loy, % Loy, para algunos m,n > 3

(b) Si T tiene un vértice terminal negro y tiene un vértice blanco de género g, entonces existe un
epimorfismo w1 (Xr) — Ly, * m(Sy), para algin m >3

(c) Si existen vi,v2 € Bx tal que g; = g(ry'(v;)), i = 1,2, entonces eziste h : m1(Xr) — m1(Sy,) *
7(Sg,) epimorfismo.

Dem.
(a) Sea L una subgréfica lineal de I'x con vértices negros terminales by, bs. Sin pérdida de generalidad
supongamos que:

- V(L) = {b],l’l,...,fﬁr,bg}

o A(L) = {{br. @1} fwr, @2} A bab |

Obsérvese que para i € {1,...,7}; si i es impar, entonces x; € Bx y si es par entonces z; € Nx, esto es
por que I'x es bipartita. Para cada z; € Bx su etiqueta serd g;.

Ahora procedamos a podar I' en L y en la grafica resultante construye L,,, eliminando todas las aristas
(junto con sus vértices blancos) de cada vértice negro interior b, luego uniendo a b una arista con etiqueta
1 (junto con un vértice blanco) y finalmente cambiando la etiqueta de todos los vértices blancos a 0 (ver
figura 1.3). Esto tiene el efecto de matar r~!(b) en 7 (X). Ahora, en virtud de la observacién 1.2.6 se
sigue inmediatamente que 7 (L) = <bl, by 1 B = 1,05 = 1> = Ly, * Ly, Entonces existe un epimorfismo
7T1(X1“) — Wl(XLm") X Loy, * Loy,

Figura 1.3

(b) Sea L una subgrafica lineal de I'x con un vértice terminal negro b y uno blanco w de género g. Sin
pérdida de generalidad supongamos que:



= V(L) ={b,z1,...,2,w}

o A(L) = {{br,@1 ), {21, 22 }ors o g, }

Obsérvese que para i € {1,...,7}; si i es impar, entonces x; € Bx y si es par entonces x; € N, esto es
por que I'y es bipartita. Para cada x; € Bx su etiqueta serd g;, en particular, g, = g.

Construyamos una grafica L,,, como en (a) con vértices terminales b y w. Entonces hay un epimorfismo
71 (Xr) — m1(XL,,,). Si Lmg 10 es la grifica de una arista, entonces m1(Xp,,,) = Zy * 71(Sg), si Limg
es la gréfica de una arista entonces Z,, * m(S,) es un cociente de m1(Xy,, 4).

Figura 1.4

(¢) Sea L una subgréfica lineal de I'x con vértices terminales blancos w; y ws. Sin pérdida de generalidad
supongamos que:

= V(L) ={wy,z1,...,2., wa}
» A(L) = {{whﬂh}m, {$17$2}01,~--,{xr,wz}e,.}

Obsérvese que para i € {1,...,7}; si i es impar, entonces x; € Nx y si es par entonces z; € By, esto es
porque I'x es bipartita. Para cada z; € Bx su etiqueta serd g;.

Construyamos una gréfica L, 4, como en (b) con vértices terminales w; y wz. Entonces hay un epimorfismo
771(X1“) — Wl(XLglgz )
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Figura 1.5

Teorema 1.2.9.
(a) Si Hi(X;Zs) =0, entonces para cada v € Bx, 0= g(rg'(v))

(b) Si Hi(X) =Z% para algin m > 0, entonces todos los vértices terminales son blancos.

Dem.
Sea X € €.

(a) Si T es un vértice blanco entonces T es una 2-variedad cerrada y ya que Hi(X;Zs) = 0 el género
asociado a T es 0.

(b) Note que un vértice terminal negro T' de I'x correspondiente ON(C) (con ON,(C) conexa) y la
etiqueta n de la arista adyacentes a T' es el orden de 7 (un n-ciclo) que define N (C), entonces n > 3

y H1(T) = Z,. Por hipédtesis esto no puede ocurrir.

d
1.3. Estratificies lineales
Ahora consideremos las estratificies X (my,n1,...,m,) cuya grifica asociada G = G(my,n1,...,m,) es
la grafica lineal con vértices sucesivos wg, by, ...,b,, w, y sucesivas etiquetas my,ni,...,m, donde m;
(respectivamente n;) es la etiqueta de la arista que une b; con w;_; (respectivamente w;) parai=1,...,r

y todos lo vértices blancos tienen género 0.

mi 4 ny meo N9 my ny
by by Ce

El grupo fundamental de X es el grupo
MNyr—1

— . m1 __ ny __ ma — m Ny —
Gmyma,imenr = {21, . xp x = Lat =23, 2, = alr = 13

Lema 1.3.1. Para m;,n; dondei=1,...,r,j=1,...r—1, sea



Loaamy ny __ _..m Npr—1
Gr={z1,...,zp i =121 =2?,...,2,7] =2 }.
Simed(mg,nj) =1 para i < j <r—1, entonces G, = Zy,, donde m = myq ---m,

Dem.
Primero notemos que
(%) e = ] para i =1,...,7.
o e . . <z MMy — MG — : . Mg —1M1 M —

Esto es trivial para¢ = 1. Por induccién, 1 =z, Y, """, ydex, " = 2" sesiguequel = ¢, 7" T =

MMy Mi—1

i .
Yaqueparai=1,---,r—1, 2" € <a:i+1> (El subgrupo ciclico generado por z;41) y med(n;, my -+ -m;) =
1, se sigue de (*) que x; € (x4 or tanto GG, es ciclico generado por z,.. Para ver que el orden de z,

) +1/
no es menor que my - - - Mm,-, observemos que la matriz de relaciones

my
—nip M2
—nNng M3

—Np—1 My

puede ser reducido a una matriz diagonal por operaciones elementales de filas y columnas, que deja el
determinante invariante. Ya que G, es ciclico, todas las entradas de la diagonal de la forma normal son
iguales a 1, excepto para la ultima entrada, el cual es el orden de G,..

O
Corolario 1.3.2. Simed(m;,nj) =1 para i < j <r, entonces el grupo
Gy my sy, = 401,y t 2l = Lalt =2l o 2l ) = a2t =1}
es trivial.
Dem.
Por el lema 1.3.1 Gy ny..ooompiny = {Tp 2z = 1,27 = 1}. Ya que el med(mq -+ -my,n,) = 1, el
resultado se sigue inmediatamente.
O
Lema 1.3.3. Sea H, el grupo abeliano
H,={z1,...,2p : [z, 2] = 1,27 = 1,20 =2, ... )7 =2l o =1}

Si H, =1 entonces med(m;,m;) =1 para 1l <i<j<r.

Dem.
Sir=1, Hy = {1 : 27" = 1,27 = 1} = 1 implica que med(my,n1) = 1. Parar > 1, si H, = 1, entonces
Hr/<xT> ~ H,_; =1y por lo tanto, por induccién med(m;,m;) = 1 para i < j < r — 1, Se sigue del

lema 1.3.1, que el grupo G, = {z1,..., 2, : 27" = L2 =ab? ... 2" = 2™} = {x, : g™ ™ =1},
Entonces H, = G, /(z") = {z, : 2™ = 1,27 =1} = 1.

O
Nosotros ahora establecemos el principal teorema de esta seccién.
Teorema 1.3.4. Para la estratificie X = X(my,n1,ma,Na,...,m,) las siguientes son equivalentes:

(1) X es simplemente conexo.
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(2) Hi(X)=0
(3) med(my,nj) =1paral <i<j<r.

Dem.
Claramente (1) implica (2). Ahora H;(X) es el grupo H, del lema 1.3.3, por tanto (2) implica (3).
Finalmente, (3) implica (1) por el corolario 1.3.2.

O

1.4. Estratificies trivalentes

En esta seccién una estratificie X y 'y su gréfica asociada bicoloreada y etiquetada se define trivalente,
si cada b € Nx es incidente a tres dristas cada una con etiqueta 1, 6 a dos aristas: uno con etiqueta 1 y el
otro con etiqueta 2, 6 b es un vértice adyacente terminal con etiqueta 3. Esto significa que una vecindad
de cada componente C del 1-esqueleto X; tiene 3 hojas, asf la permutacién 7 : {1,2,3} — {1,2,3} de la
vecindad regular N(C) = N,(C) tiene particion 1+1+161+2 6 3.

La siguiente figura 1.6 muestra un ejemplo simple con un vértice negro con particién 1+ 1+ 1 y todas las
aristas terminales con etiqueta 2 y vértices blancos de género 0. Un simple calculo muestra que la estratificie
tiene grupo fundamental Zy. De hecho, nosotros podemos demostrar que en general la homologia es no
trivial.

Figura 1.6: Un vértice de rama

Lema 1.4.1. Si todas las aristas terminales de una grdfica trivalente I'x (con al menos una arista) tiene
etiqueta 2, entonces Hy(X;Zs) # 0.

Dem.

Un vértice de rama es un vértice de grado > 3. Una rama terminal es una subgrafica lineal conexa L de
I'x que une un vértice de rama v a un vértice terminal de manera que ningin vértice de L — {v} es un
vértice de rama.

Note que todos los vértices terminales de I'x son blancos.
Supongamos que el lema es falso. Sea I'x un contraejemplo con el minimo nimero de aristas n > 0. Si w
es un vértice de rama blanco, entonces para el subcomplejo T = r~*(I'’), donde I es el complemento de

una componente de I'x — {w}, es decir, I = I'x —una componente de I'y — {w}, asi hay un epimorfismo
H,(X;Z2) — H;(T;Zs), el cual muestra que IV es un contraejemplo del lema con menos de n aristas,

11



pues w tiene grado > 3 y todas las aristas de los vértices terminales de I tienen etiqueta 2 . Por lo tanto,
I'x no tiene vértices de rama blancos.

Primero afirmamos que cada rama terminal de I'x tiene longitud 3 con etiquetas 2,1,1 (empezando del
vértice terminal blanco).

Para ver esto, sea w; — by — wg — by — -+ — w, — b, una rama terminal donde w; es el vértice terminal
blanco y b, es el punto rama (negro). Debemos tener que r > 2 ya que las etiquetas de wy — by y by — wo
son 2 y 1, respectivamente, asi que b; no puede ser un vértice rama. Supongamos que la etiqueta de la
arista wo — bs es 2. Entonces, eliminamos las aristas w; —b; —wy de 'y y obtenemos un contraejemplo con
n — 2 aristas. Por lo tanto, la etiqueta de wa —bs es 1. Si r > 2, entonces la etiqueta de by — w3 es 2 y para
la subgrafica lineal wy — by — wg — by — w, de I'x el subcomplejo correspondiente Y tiene H, (Y, Zs) = 0,
lo cual un simple calculo muestra que no es cierto. Por lo tanto, r = 2 y b, = by es un vértice rama con
particion 1 4+ 1 + 1, asi que la rama terminal w; — by — wo — by tiene tamano 3 y etiquetas 2,1, 1.

Ahora, sea b un vértice rama més externa de I'x (esto es, un vértice terminal negro de el drbol obtenido
de T'x eliminando todos sus ramas terminales). Si b es el inico punto rama de I'yx, es la gréfica de la
figura 1.6, para el cual la estratificie correspondiente tiene Zs-homologia no trivial, una contradiccion.
En cualquier otro caso, dos ramas terminales de I'x tienen a b como punto final. Sea I la gréfica que
se obtiene de I'x remplazando las dos ramas terminales por una grafica lineal de una arista con el punto
final b y etiqueta dos. La estratificie correspondiente a la unién de dos ramas tienen Z, homologia igual a
Zs y se deduce que la estratificie Y que corresponde a la grafica I tiene la misma Zs-homologia que X.
Asi TV es un contraejemplo con n — 5 aristas, contradiciendo la minimalidad de n.

O
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Capitulo

Clasificacion de las estratificies con grupo
fundamental trivial

Tenemos la siguiente clasificacion homotodpica de las estratificies 1-conexas:

Teorema 2.0.1. Si X € £ es simplemente conexa entonces X es homotdpicamente equivalente a una
cuna de m — n 2-esferas, donde m (respectivamente n) es el nimero de vértices blancos (respectivamente
negros) del drbol T'x.

En particular, dos estratificies simplemente conexas tienen el mismo tipo de homotopia si y solo si tienen
la misma «deficiencia » m — n y la estratificie no es contraible.

Dem.

Para ver que X es homotdpicamente equivalente a una cuna de 2-esferas, nosotros seguimos la demostra-
cién del teorema 6.5 en [5]: dado que 71 (X) = 1 se sigue de Hurewicz que mo(X) = Ho(X). Ahora Ha(X)
es abeliano libre (ya que los elementos de torsién provienen de H3(X)). Los mapeos (S2,%) — (X, *)
representan los generadores de (X, *) se combinan en un mapa f : S2V S?V...VS? — X que induce un
isomorfismo f, : m2(S?V.S?V...V S?) — m3(X). Ahora se deduce de Whitehead que f es una equivalencia
homotdpica.

Para contar el niimero de esferas en la cufia, recuerda que X = MUN,donde M = X — Ny N = Uj N(Cj)
(y C; son las componentes de X;). La caracteristica de Euler x(X) = x(M) + x(N) — x(M N N) =
Bo — B1 + B2, donde B; es el i-ésimo ntimero de Betti de X. Ya que x(N) = x(MNN)=0y 81 =0, se
sigue que 2 = x(M) — 1, que también es el nimero de S? vV S? v ... vV §%2. Ahora M es unién disjunta
de m esferas ponchadas y el nimero total de agujeros es el nimero e de aristas de I'x. Por lo tanto,
X(M) = 2m — e. Ya que I'x es un arbol, el nimero de vértices de I'x es m +n = e + 1. Se sigue que
fa=m—n

O

2.1. Construyendo graficas trivalentes con todas sus aristas con
etiqueta 1

Sea X € & tal que para cada v € By, g(r;(l (v)) = 0. Consideremos la siguiente operaciéon O1 que cambia
I'=Tx porI't =Tx;:

13



by

by

by

b?ﬂ

Figura 2.1: [2]

Si b; es el vértice negro incidente en la arista etiquetada con r; entonces la correspondiente relacion
byt -+ by =1 en w(X) se cambia a las relaciones by* - - b*b = 1, b=1, b} - bl = 1 en 7(X1) y se

sigue que m1(X7) es un cociente de 71 (X). En particular notemos que :

Figura 2.2: [2]

Observacion 2.1.1. Si X es simplemente conexo, entonces la operacion O1 no cambia el grupo funda-
mental.

Lema 2.1.2. Sea X € & trivalente tal que I'x es un drbol con todos sus vértices blancos con etiqueta
0, todos los vértices terminales son blancos, y todas las aristas tienen etiqueta 1. Entonces I'x puede
construirse a partir de cualquier w € Bx ejecutando sucesivamente O1.

Dem.

Sea w € Bx. Si ' = I'x consiste de un solo w, entonces no hay nada que mostrar. Por vacuidad el lema
es verdadero si Iy tiene solo un vértice negro.

Sea b un vértice negro incidente a w, como X es trivalente y todas sus aristas tienen etiqueta 1, entonces
b tiene grado 3. Asi, eliminando b y sus tres aristas incidentes de I', obtenemos tres subgraficas I, T, T
que satisfacen las condiciones del lema y con menos vértices negros que I'. Denotemos por w’, w”, w"’ los
tres vértices blancos adyacentes a b, donde w’ = w € T, w” € I y w” € T"”". Por induccién en el nlimero
de vértices negros, IV es obtenido de w por repetidas aplicaciones de la operacién O1. Ahora apliquemos
O1 a w para volver a poner b son sus tres aristas y vértices w” y w”’, luego aplique una secuencia de O1’s
aw' y w” para engullir ' y I""”.

0

Los bloques para la construccion de las gréficas etiquetadas trivalentes de las estratificies 1-conexas son
llamadas b12-arbol y b11-arbol.
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Definicién 2.1.3. (1) El drbol bipartito que consiste de un vértice negro incidente a tres aristas cada una
de etiqueta 1 y tres vértices blancos terminales cada uno de género cero, lo denotaremos por b111.

(2) El drbol bipartito que consiste de un vértice negro incidente a dos aristas uno de etiqueta 1, el otro de
etiqueta 2, y dos vértices blancos terminales de género 0, lo denotaremos por b12.

(Ji.Z()
1 1

Figura 2.3: [2]

Teorema 2.1.4. Sea X una estratificie trivalente tal que cada arista de I'x tiene etiqueta 1. Entonces
las siguientes son equivalentes:

(1) m(X)=1.

(2) Tx es un drbol con todos los vértices blancos con etiqueta cero y todos los vértices terminales son
blancos.

(3) T'x puede ser construido de la grdfica b111 por repetidas aplicaciones de la operacién O1.

Dem.
Suponiendo que se cumple (1), entonces en virtud del corolario 1.2.5 y el teorema 1.2.9 se sigue que (2)
se cumple. Por lo tanto, (1) implica (2).

Mostraremos que (2) implica (3). Tenemos que X es trivalente y cada arista de I'x tiene etiqueta 1, se
sigue que cada b € Nx tiene grado 3, por lo que I'y contiene al menos una subgrafica b111 ¢ con un
vértice blanco w el cual es un vértice terminal de I"x. Ahora, procederemos por induccién sobre el niimero
de vértices negros de I'x, si este niimero es 1, entonces ['x es ¥ y no hay nada que hacer, asi que podemos
suponer que I'x tiene al menos dos vértices negros. Sea b el vértice negro y w’, w” los otros vértice blanco
de . Elimina las aristas de ¥ junto con b y w divide I'x en dos subgréficas I'x/ y I'x~, cada uno con
menos vértices negros que 'y y w’ € I'xs, w” € T'x». Ahora X’ y X" satisface las condiciones del Lema
2.1.2. Por induccién, I'xs es obtenido de 1 por repetidas aplicaciones de la operacién O1. Una operacién
més O1 (comenzando en w') afiade ¢ a I'xs y por el Lema 1 podemos afiadir I'x~ realizando repetidas
operaciones O1, empezando en w”.

Finalmente (3) implica (1): la grafica b11 es simplemente conexa y por la observacién 2.1.1, la operacién
O1 no cambia el grupo fundamental.

0

2.2. Construyendo graficas

Para cada X, X5 € &, definimos la operacion OlZ‘Xl’XQ) : Bx, x Bx, — G como Ol?xl.Xz)(vl’ vg) =T'x,
donde; '

i V(FX) = V(FXI) U V(sz) U {ba ’LL} y u,b € V(FX1) U V(PXQ)
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d A(FX) = A(Fxl) U A(FXQ) U {{Ula b}v {U27 b}v {bv ’LL}}
e Coloreamos u con blanco y b con negro y a las aristas {vy, b}, {ve, b}, {b, u} las etiquetamos con 1.

Tomando I'1 =T'x, y I's =I'x,, la operacion Ol?xl,xg) graficamente es:

b}

L - E

Figura 2.4: [2]

Proposicién 2.2.1. Sean X;,Xo5,X € £. Si Tx = OlE‘X1 XQ)(Ul,Ug) con v; € B;, 1 = 1,2, entonces
771(X) = 7T1(X1) *Trl(Xg).

Dem.
Sean X1,Xo, X € Etal que 'y = Ole1 Xz)(’Ul,’Ug) conv; € B;,i=1,2.
De la definicién de Ol’(kX1 X5) S€ sigue que X es obtenido de X7 y X5 indentificando un disco en X; con

un disco en X5, y esto es homotdpicamente equivalente a X7 V X5, por lo tanto

7T1(X) = 7T1(X1) *7T1(X2).

Por simplicidad, a veces denotaremos la operacién anterior simplemente como O1*.

Ahora, para cada X € £ definamos la operacion O2x : Bx — G como O2x (v) = T'y, donde;
o V(I'y) =V(I'x)U{bu}l y u,b ¢ V(I'x)
i A(FY) = A(FX) U {{U’ b}’ {b’ u}}

e Coloreamos u con blanco y b con negro y a las aristas {v,b}, {b,u} las etiquetamos con 2 y 1,
respectivamente.

La operacién O2x graficamente es:

Figura 2.5: [2]
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Proposicién 2.2.2. Sean X,Y € £. SiTy = O2x(v), entonces 71 (Y) = m(X).

Dem.
Sean X,Y € & tal que I'y = O2x(v) con v € Bx.

En X, la operacién O2x(v) lo que hace es remover B € Trel () tal que B = int(D?) y a través de ahi se
X
hace el pegado.

Apliquemos Van Kampen para probar lo que queremos. Con esta finalidad tomemos U = X \ B’, donde
B e Tl (o) B’ = int(D) y B’ \ B = Anillo, entonces podemos representar a Y como sigue:

Que equivale a:

La banda de Mobius y el disco conforman un espacio con grupo fundamental trivial, por tanto, usando
Van Kampen, se tendrd inmediatamente que m1(Y) = 71 (X).

O

A veces por simplicidad a la operacion O2x simplemente lo denotaremos por O2.

Ahora describamos la coleccién © de todas las graficas trivalentes que se pueden obtener de un solo vértice
blanco aplicando sucesivamente las operaciénes O1 y O2.

Para una coleccion C de una grafica etiquetada bipartita denota por C la coleccién de todas graficas
etiquetadas compactas y conexas obtenidos al comenzar con cualquier I'g € C y aplicando sucesivamente
las operaciones O1 o O2. Expresamos esto como

¢=1{0Tg % ... 2%T.TeC,0' =01 002m >0}

Sea o denota (la coleccién que contiene solamente) la gréfica que consiste de un vértice blanco y sea
Qp = 6.

Para dos graficas bipartitas conectadas I' y IV denotamos por I' L. I una grafica obtenida al unir cualquier
vértice blanco de T a cualquier vértice blanco de 7" mediante la operacién O1*. Note que hay nn’ de tales
I' L TV, donde n (respectivamente n') es el nimero de vértices blancos de T' (respectivamente TV).

Sea

@()J_@():{FJ_F/:F,FIEG()}
En particular, ©) L =0y 0 L 0 = 0.
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Sea ©; = @mo, y inductivamente 0,41 = @n/J_\@n
Entonces,

0 CO C--0,C---CcO:=[]6,
=0

Teorema 2.2.3. Sea X una estratificie trivalente. Entonces X es simplemente coneza siy solo sil'x € ©.

Dem.

SiT'xy € O, entonces m1(X) = 1 por las proposiciones 2.2.1, 2.2.2 y la observacién 2.1.1.

Supongamos que 1 (X) = 1. Si I'x no tiene vértices negros o tiene exactamente un vértice negro, entonces
'y € 0. En cualquier otro caso I'x es un arbol con todos los vértices blancos de género 0 y todos los
vértices terminales son blancos. Ademaés por el lema 1.4.1, I'x contiene un vértice terminal w incidente
con arista e de etiqueta 1. Sea b el vértice negro incidente a e. Entonces la estrella de b en I'x es una
gréfica b12 o una gréfica b111. En el primer caso, star(b) tiene dos aristas e, ¢/ donde €’ tiene etiqueta
2. La subgréfica Iy obtenida de I'x al eliminar w UbUe U e’ es simplemente conexa por la proposicién
2.2.2. Por induccién sobre el nimero de vértices negros se tiene que Iy € © y ya que I'x es obtenida de
Iy por la operacién O2, se sigue que I'x € ©.

En el segundo caso, star(b) tiene tres aristas e, €/, ¢”, cada una con etiqueta 1. Las subgraficas I'y y I'%
obtenidas de I'y eliminando w UbU e U e’ U¢e” son simplemente conexas por la proposicién 2.2.1. Por
induccién, Iy y I'y estan en © y ya que I'x es obtenida de I'y y I'% mediante la operacién O1*, se sigue
que I'xy € ©.

O

En la demostracién del siguiente teorema, proporcionamos un algoritmo eficiente para decidir si una
estratificie trivalente es o no 1-conexa.

Teorema 2.2.4. Hay un algoritmo para determinar si una estratificie trivalente X es 1-coneza.

Dem.
Por el corolario 1.2.5 y el teorema 1.2.9, I'x debe ser un arbol, todos sus vértices blancos tienen género 0
y todos los vértices terminales son blancos.

Paso (1) para cada subgréfica lineal {{u,b}2,{b,w}1} de I'x con w € F(I'x) eliminamos b y w de I'x.
Aplicamos lo anterior a la gréfica resultante y asi sucesivamente mientras sea posible.

El grupo fundamental de X no cambia.
Paso (2) si hay un vértice de rama negro b con un vecino terminal (blanco), elimine b y sus artistas.

Esto divide a I'x en dos subgréficas I'y y I'y correspondientes a dos subcomplejos Y7 y Yo de X tal que
m1(X) = m (Y1) * 71 (Y2). Entonces 71 (X) = 1siysolosi m (Y1) =1y m(Ye) =1

Repita los pasos (1) y (2) mientras sea posible para las componentes Y;. Entonces, o bien Y tiene todos

los bordes terminales de etiqueta 2 o el proceso produce una coleccién de vértices blancos. En el primer
caso 71(Y;) # 1 por el lema 1.4.1 y por lo tanto 71 (X) # 1. En el segundo caso 71(X) = 1.

O

Finalmente damos una clasificacién de las estratificies trivalentes simplemente conexas.

Teorema 2.2.5. Una estratificie trivalente es 1-coneza si y solo si Hy(X;Zg) =0
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Dem.

Note que la condicién es equivalente a que Hq(X;Zo) = 0y H1(X;Z3) = 0. La primera condicién por
el corolario 1.2.5 y el teorema 1.2.9 (a), (b) implica que T'x es un drbol con todos sus vértices blancos
de género 0. Dado que I'x es trivalente, para un vértice terminal negro 7', tendriamos un epimorfismo.
H((X;Z3) — Hl(T; Z3) = Zs, el cual es imposible por la segunda condicién. Por lo tanto, todos los
vértices son blancos. Siguiendo el algoritmo, notamos que el paso (1) la Zs-homologia no cambia y en el
paso (2), H1(X;Zs) = H1(Y1;Z2) ® H1(Y1;Zs). Asi terminamos con una grafica (posiblemente disconexa)
sin aristas. Esto implica que m1(X) es un producto libre de grupos triviales, es decir, 71 (X) = 1.

O

2.3. Un teorema de clasificacion

Teorema 2.3.1. Una estratificie trivalente y conera X, es simplemente conexa si y solo si su grdfica I’
tiene la siguientes propiedades:

I" es un drbol con todos sus vértices blancos de género 0 y todos sus vértices terminales blancos tal que la
componente de T — st(B) son (2,1)-drboles colapsables y la grdfica reducida R(T') no contiene drboles con
cuernos, esto es, que no tiene una subgrdfica que sea un drbol con cuernos.

Para mayor comodidad, aqui presentamos la definicién de los términos utilizados en este teorema.
B denota la unién de todos los vértices negros de grado 3 de T' y st(B) es la estrella (abierta) de B en T.
Un arbol con raiz o un arbol enraizado es un arbol en el que un vértice en particular se designa como raiz.

Los arboles con raiz se representan de forma tal, que el vértice raiz se coloca encima de los restantes, los
cuales se sitian por niveles segin su distancia a la raiz.

Un (2, 1)-arbol colapsable es un drbol bicoloreado construido de la siguiente manera:

Comencemos con un arbol enraizado T' (que puede constar de un solo vértice) con raiz r, coloreemos con
blanco y etiquete con 0 los vértices de T', tomemos la subdivisién baricéntrica sd(T') de T, coloreemos con
negro los nuevos vértices (el baricentrico de las aristas de T') finalmente etiquetemos una arista e de sd(T')
con 2 (respectivamente con 1) si la distancia de e a la raiz r es par (respectivamente impar). Permitimos
un arbol de un solo vértice (con un vértice blanco) como un (2, 1)-drbol colapsable.

Figura 2.6: Ejemplo (2, 1)-4rbol colapsable
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Una subgréfica reducida R(T") es definida a partir de un arbol etiquetado bicoloreado I' para el cual
las componentes de I' — st(B) son (2, 1)-arboles colapsables. Es la grafica obtenida de St(B) (la estrella
cerrada de B) uniéndose a cada vértice blanco w de St(B) una gréfica b12 tal que la arista terminal tiene
la etiqueta 2, y w no es una rafz de alguna componente de I' — st(B).

Finalmente, un arbol con cuernos es un arbol bicoloreado, construido de la siguiente manera:

Empecemos con un arbol T' que tiene al menos dos aristas y todos sus vértices no terminales tienen grado
tres. Coloreamos un vértice de T' con blanco (respectivamente con negro) si tiene grado 1 (respectivamente
3). Triseca las aristas terminales de T y bisecta las aristas no terminales, obteniendo la gréafica Hy. Colorea
los vértices adicionales v tal que Hp es bipartita, esto es, v es coloreado con negro si v es vecino de un
vértice terminal de Hp y blanco en otro caso. Entonces, etiqueta las aristas tal que cada arista terminal
tenga etiqueta 2, cada arista no terminal tiene etiqueta 1.

Figura 2.7: Ejemplo gréafica con cuernos
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Capitulo

Una clasificacion de las estratificies con grupo
fundamental Zo

El objetivo de este capitulo es demostrar un teorema de clasificaciéon de cualquier estratificie trivalente
con grupo fundamental Z,. Para cada k € Ng = NU {0}, Mby, representard la banda de Mdebius con k
agujeros y Mby = Mb.

En la siguiente proposicién S, representa la superficie cerrada de género g.

Proposicién 3.0.1. Sea X € £ con m1(X) = Zs, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:
(1) T'x es un drbol.
(2) Para cadave F(T'x), v e Bx.
(3) Ewiste a lo mds un vértice v € Bx con género g # 0.

Dem.
Sea X € & con m1(X) = Zs.

(1) Por el corolario 1.2.5, se sigue que I'x es un &rbol.

(2) Dado que m(X) = Za, entonces H1(X) = Zo. Por el teorema 1.2.9 inciso (b) se sigue que:
Vve FTx), v e Bx.

(3) Sean vy, vy € By y sean g = g(r)_(l (vl)), go = g(?”)_(l (vg)). En virtud del teorema 1.2.8 se tiene que
existe ¢ : m (Xr) — m1(Sy, ) * m1(S,) epimorfismo.

Dado que m1(X) = Zo, entonces m1(Sy, ) * m1(Sq,) € {1,Z2}.

De manera que m(Sy,) =1y m1(Sg,) = Zo 6 m1(Sg,) = Z2 y m1(Sg,) = 1. En particular, g1 =06
g2 = 0 es cero.

Dado que vy y v9 son arbitrarios, se concluye que existe a lo mas v € Bx con género g # 0.
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Si X €& conmi(X) =12y existev € Bx tal que 0 # g = g(r;(l (v)), en virtud de la proposicién anterior
inciso (3) se tiene que v es uUnico. La siguiente interrogante que surge es jcudnto vale g?

Proposicién 3.0.2. Sea X € £ con 71 (X) = Zs. Si existe v € Bx con g = g(r)_(l(v)) # 0, entonces
(a) v es dnico.
() g=-1
(c) ' (v) = Mby, para algin k € Ny.

Dem.
Sea X € £ con m(X) =2Zsy v € By con g = g(ry'(v)) #0.

(a) De la proposicién 3.0.1 inciso (3) se sigue que v es nico.

(b) De la parte (3) de la demostracién previa (Proposicién 3.0.1) se sigue que 71 (Sy) = Zo.
Ahora, S, es superficie cerrada, entonces en virtud del teorema de clasificacién de superficies cerradas
se sigue que S, = P2. En consecuencia, g = —1.

(¢) Dado que Sy = P2, entonces al quitarle al menos un disco es exactamente Mb posiblemente aguje-
rada.

r}l(v) =~ Mby, para algin k € Nj.

O

Suponiendo que existe X € £ con m1(X) = Zg, v € Bx tal que 0 # g = g(r}l(v)), por la parte (¢) de la
proposicién 3.0.1 hemos respondido la interrogante ;jcudl es el valor g7 cuya respuesta es g = —1. Ahora,
nos preguntamos jexiste tal X € £7 Para responder esta pregunta consideremos los siguientes ejemplos:

® Ejemplo 3.0.3. Consideremos los siguientes conjuntos X' =D?, X2 =D?, X3=MbyS'. Sabemos
que existen homeomorfismos ¢; : 0X* — S, i =1,2,3. Ahora, sea Y := (U§:1 Xj) LSt y definamos la

siguiente relacion «~ en'Y
(I) Para caday € int(Y)U S, y «y.
(II) Parai€ {1,2,3}, caday € X*, y « ¢i(y).

Tomemos X =Y/ «. Por construccion se sigue inmediatamente que X es estratificie, mds ain X; =
(S ={[z] 1z € S}y Xo=X\X; = |_|§?:1 int(X;), de manera que la grdfica asociada a X es:

Figura 3.1: I'x

Por otro lado, claramente X1 es homeomorfo a S* y 0X? es contraible (homotdpica a un punto) en X,
en consecuencia X es homotdpicamente equivalente a P2V S2.

o, 7T1(X) = 7T1(]P2) *7T1(S2) = Zg.
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B Ejemplo 3.0.4. Sea X la estratificie asociada a la siguiente grdfica:

@

Figura 3.2: I'x

X tiene una representacion de la siguiente manera:

eo000

@l —
Sin contar el disco final, la figura previa nos representa la botella de Klein K y sabemos que m(K) =

<x,y cx?y? = > y lo que hace el disco final es matar el generador de la seqgunda banda de Mobius. En
consecuencia,

Que equivale a:

7T1(X> = Zg.

Los ejemplo previos muestran estratificies cuyas graficas tienen un solo vértice de género —1 y el resto
tienen género 0 y sus grupos fundamentales son Zo, sin embargo, no todas las estratificies trivalentes con
un unico vértice de género —1 y el resto 0 tienen su grupo fundamental igual Zo, el siguiente ejemplo
muestra lo afirmado:

B Ejemplo 3.0.5. Sea X la estratificie asociada a la siguiente grdfica:

O—@—©

Figura 3.3: I'x

X tiene una representacion de la siguiente manera:

=™ -0
e

Sea « el corazon de la primera banda de Mobius, es decir, el generador de su grupo fundamental. Sabemos
que la sequnda banda de Mdbius con el disco final, es exactamente P2, y que el corazon B de la sequnda
banda de Mobius es el generador de my (IP’Q). En base a la ilustracion previa claramente « # 3 y por Van
Kampen se sigue que:

Que equivale a:

m(X) =(a,B: 8% =1,0> = 3).
Dado que 1,, 8 € m(X), se concluye que w1 (X) # Za, pues a # B.

Consideremos los siguientes conjuntos:
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o W= {X Ggiﬂl(X) S {1,22}}
o T:={X € W:X es trivalente }
e Paracada k € N, sea Ty := {X € T : [N | =k}

Observacion 3.0.6. Claramente,

oo

T=||T
k

Ahora, para cada X € £ definamos la operacién O3x : Bx —> G como O3x (v) = T'y, donde:
e V(I'y)=V({Ix)U{bw}, bjw g V(Ix)
e ATy)=A(Tx)U{{v,b},{b,w}}

e besmnegroy w es blanco de género 0 y a las aristas {v, b}, {b, w} tienen etiqueta 1y 2, respectivamente.

La operacién O3 x graficamente es:

>H
I'x

A veces por simplicidad a la operacién O3x simplemente lo denotaremos por O2.

A la operacién O3x (v) la llamaremos poner un cuerno a I'x a través de v.

Observacién 3.0.7. Sea X € £ yv € Bx. §i S = rx'(v) y Tx = O3x(v), entonces existe B vecindad
abierta en X tal que B C S, B = int(D?) y

X'=(X\B)ust U]D)/[(x ~ f(z),Yz € 0) A (z ~ g(z),Vz € OD?)], donde:

= 0 =0B=S.
= f:0 —S! es un homeomorfismo.

s g:0D%? =S' — S!, dada por g(e'?) = 2.

Teorema 3.0.8. Dado X € W yv € Bx. SiI" = 03x(v) y X' = X1/ entonces:
(I) Sim(X)=1, entonces m(X') € {1,Z2}
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(II) Sim(X) = Zs, entonces m(X') € {Zo,Za x Lo}

Dem.
Consideremos la notacién y a X’ como en la observacién 3.0.7. Sea Y = X \ B.

Apliquemos Van Kampen a X':

Sean U,V € 7y tales que U es homotépica a Y y V es homotépica a P2, UNV 2 (0,1) x St. tenemos
que 1 (U) = m(Y), m(V) =m(P?) = ([z] : [2]* =1) ym(UNV) =Z.

Obsérvese que a 11 (Y) esta constituido por los generadores de 71 (X) y sus relaciones, y a lo més se agrega
un generador, con las respectivas relaciones, y en caso de agregar un generador, este generador debe ser

[o].
Ahora, consideremos iy : UNV — U y iy : UNV < V por Van Kampen se tiene que:

71(X’) = (generadores de 7 (Y), [z] : relacién de los generadores de 1 (Y), [z]> = 1y iy, ([a]) = iv. ([o])
[a] € 1 (UNV)) = (geneneradores m1(Y), [] : relacién de los generadores de m(Y), [z]* = 1

Tenemos dos casos:

(I) m(X) = 1. En este caso tendremos que

Por lo que si [o] = 1, entonces 71 (X’) = 1 en otro caso 71 (X') = Zs.

II) 7 (X) = Zy. Sea [7] el generador de grupo fundamental de X, esto es, [r] # 0 y [1]?> = 1, entonces
( g grup y

Claramente [7] # [0], pues si [T] = [0], entonces [7] = 0, pues en X [o] = 0. Por tanto, si [o] = 1,
entonces m(X') = Za, en caso contrario 71 (X') = Zg * Zs.

Esto prueba lo deseado.

Corolario 3.0.9. Sea X € W y sea v € Bx. Si perforamos X a través de v, y denotamos como Y al
espacio obtenido, entonces w1 (Y) = m1(X) si y solo si la frontera de la perforacién es contraible.

Lema 3.0.10. Para cada X € W si I'x tiene un cuerno, entonces existen Y € W, v € By tales que
O3y (U) = Fx.

Dem.
Sea X € W tal que I"x tiene un cuerno.

Tomemos b € Nx, v,u € Bx tal que {v,b},{b,u} € A(T'x) y {v,b} tiene etiqueta 1, {b,u} tiene etiqueta
2, es decir, conforman un cuerno de X. Consideremos la gréifica I' = I'x —b—u (cuando quitamos vértices,
también se quitan las aristas incidentes en ellas).

Por lo visto en el capitulo 1, se sigue que 71 (Xp) es un cociente de 1 (X), en consecuencia
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7T1(XF/) ew y O3XF/ (U) =TIx.

Definicién 3.0.11. Sea X y X las estratificies de los ejemplos 3.0.3 y 3.0.4 , respectivamente. A las
estratificies X1, Xo b111 y b12 les llamaremos semillas.

Teorema 3.0.12. Para todo X € T, X es una semilla 6 construible mediante las operaciones O1, O1*,
02, 03.

Dem.
En virtud de la observacién 3.0.8, usaremos induccién sobre los vértices negros para probar lo deseado.

Sea ¥ = {k € N : Para todo X € Ty, I'x es semilla 6 es construible mediante O1, O1*, 02, O3}

(a) Sea X € T tal que |pr‘ = 1. En este caso tenemos que X es semilla.
wlekX

(b) Supongamos que {1,...,k} C X.
PD.quek+1eX.

Sea X € Tiy1. Por las proposiciones 3.0.1, 3.0.1 sabemos que existe a lo mas v € Bx con g(r;(l (v)) =
—1.Y dado que I' es un arbol, entonces |F(I'x)| > 1. Asi, sea u € F(I'x) tal que 9(r¥'(w) =0

Sea b € Nx tal que {b,u} € A(T'x).
Como X es trivalente, tenemos 3 casos:

Caso-1: En b inciden 3 aristas. As{ sean z,y € By tal que {z, b}, {y,b} € A(Tx) y {z, b}, {y,b},{b,u}
tiene etiqueta 1.

Asi, consideremos la grafica G = (V(G), A(G))7 donde;

V(G) =A{z,y,b,u}
A(G) = {{x’ b}v {y» b}v {bv u}}

G es subgréfica de I'x.

Tomemos I = (V(I'x) \ {b,u}, A(l'x) \ A(G)). Dado que I'x es un drbol, entonces I"" tiene exac-
tamente dos componentes conexas, sean G, Gy sus componentes conexas.

De manera que I'x se obtiene de G1, G2, mediante la operaciéon O1*, en consecuencia,
m(X) =m(Xg,) *m(Xg,), y dado que m1(X) € {1,Zs}, entonces m (Xa, ), m1(Xa,) € {1,Z2}.

Por hipétesis de induccion se sigue que 'y, , I'x,, son semillas o construibles mediante O1, O1%,
02, O3 por tltimo aplicamos la operacién O1* a G; con G4, para obtener I'x.
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Por lo tanto, I'x es una semilla o es construible mediante O1, O1*, 02, O3.

Caso—2 : En b inciden 2 aristas y {b, u} tiene etiqueta 1 . Dado que X es trivalente, entonces existe
x € Bx tal que {z,b} € A(T'x) y {z, b} tiene etiqueta 2.

Asi, consideremos la gréifica G = (V(G), A(G)), donde;
V(G) = {z,b,u}
A(G) = {{x, b}7 {b7 u}}

G es subgrafica de I'x.
Consideremos I = (V(I'x) \ {b,u}, A(l'x) \ A(G)).

Como O2x,, (z) = I'x, por la proposicién 2.2.2 se sigue inmediatamente que 71 (Xr/) € {1,Zs}, pues
m1(X) € {1,Z2}. Por hipétesis de induccién se sigue que I es una semilla o construible mediante

01, 01*, 02, 0O3.
Por lo tanto, I'x es una semilla o es construible mediante O1, O1*, 02, O3.

Caso—3: En b inciden 2 aristas y {b,u} tiene etiqueta 2. Dado que X es trivalente, entonces existe
x € Bx tal que {z,b} € A(T'x) y {z, b} tiene etiqueta 1.

Por el lema 3.0.10 se sigue que existe Y € W y y € By tal que O3y (y) = I'x, claramente
Ny | = [Nx]| - 1.

Dado que Y € W, entonces 71(Y) € {1,Zs} y por hipdtesis inductiva, se sigue que I'y es semilla 6
es construible mediante O1, O1*, 02, O3.

En consecuencia, I'x es semilla 6 es construible mediante O1, O1*, 02, O3.

Lk+1ekX.

De (a), (b) y en virtud del principio de induccién matemética se concluye que ¥ = N, esto es, para cada
k € Ny para todo X € T se tiene que X es semilla 6 es construible mediante O1, O1*, O2 y O3.

0
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Capitulo

Estratificies con frontera y espacios espuma

En este capitulo se introducira el concepto de estraficie con frontera y espacios espuma. Para cada n € N,

K,, denotar§ la grafica completa de n vértices, A™ denotard el n-simplejo (estdndar).

4.1. Estratificies con frontera

Los siguientes conjuntos son importantes en esta seccién y en todo este capitulo:

oo

. Q= U{RxoL”}
. Qg:nL_Jz{[O,l)xCL”}

Definicién 4.1.1. Una estratificie X con frontera es un espacio topoldgico segundo numerable, Hausdorff,

[e]
compacto y conexo tal que para cada x € X existen Uy € V., y U € Q1 UQy tales que U, 2 U.

La frontera de X la denotaremos por X y esta dada por 0X := {x € X : existe U € Qg con U, 2 U}.

Proposicién 4.1.2. Para cada X estratificie con frontera, existe una filtracion ) = Xo C X; C Xo = X
tal que:

(a) X1, es una l-variedad compacta con frontera.

(b) Para cada x € X, existe U, € ]c}z yn=mn, €N tales que U, X R x CL™ 6 U, 2 [0,1) x CL™ y
n > 3.

¢) Para cada x € X5 \ X1 existe U, € 131 tal que U, 2 R? 6 U, = H.
(c) q

Dem.
Sea X una estratificie con frontera y consideremos el siguiente conjunto:

X = {xGX:existeUIEIC}x, con U, 2R x CL" 6 U, 21[0,1) x CL" paraalgﬁnneNconnZ?)}
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(I) Veamos que X; es una 1-variedad compacta con frontera. Con este fin, sea x € X1, existe U, € );z tal
que U, 2 B x CL" para alginn € Nconn >3y B € {R, [0, 1)}

Sea ¢ : U, — B x C'L™ un homeomorfismo entre U, y B x C'L", denotemos por 1 el punto de cono de
CL"™, claramente (U, N X1) = B x {n} = B, por lo tanto, en X, = tiene una vecindad homeomorfa a
B, esto es, homeomorfa a R 6 [0,1). Por lo tanto, X; es una 1-variedad con frontera.

(II) Veamos que X \ X7 es una 2-variedad con frontera. Con este fin, sea z € X \ X;, por definicién
de estratificie con frontera y de X;, se sigue que existe una vecindad abierta regular U, € V, tal que
U, 2RxCL?=R? § U, =[0,1) x CL? = H. Por lo tanto, X5 \ X7 es una 2-variedad con frontera, pues
U, es vecindad abierta para todo sus puntos.

Finalmente para ver que X; es compacto, solo tenemos que ver X; es cerrado en X, pues por hipétesis X
es compacto. Con este fin, sea <xn> una sucesién en X; tal que x, — x, x € X. Si z € X \ X1, entonces
x tiene una vecindad abierta regular U homeomorfa a R? 6 a H, ademds U es vecindad abierta de todos
sus puntos, es decir, U C X \ X;, en particular, existe N € N tal que para todo n > N z,, € U lo cual
no es posible pues para todo n € N, x,, € Xj, por tanto, z € X, se sigue que X; es cerrado (pues X es
segundo numerable). En consecuencia, X; es compacto.

Por lo tanto, de (I) y (II) se sigue que ) = Xy C X; C X2 = X es una filtracién para X que cumple (a),
(b) y (¢), es decir, se cumple la veracidad de la proposicién.

O

Apartir de aqui para cada X estratifice con frontera la consideraremos con la filtracién de la proposicién
4.1.2.

Lema 4.1.3. Sea X una estratificie con frontera, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

(1) Para cada x € X1, si Bx CL"™ es vecindad regular abierta de x en X, entonces x tiene una vecindad
regular abierta homeomorfa a B en X1, donde B € {R,[0,1)}.

(2) Six tiene una vecindad abierta U homeomorfa a R en X;, entonces B = R.

Dem.
Sea z € X1, existe U,, n = n, > 3 vecindad regular abierta de z en X tal que U, &£ B x C'L™ donde
B e {R,[0,1)}. Sea ¢ el homeomorfismo entre U, y B x CL", y sea v el punto de cono de CL".

Sabemos que para cualquier y € Bx CL"™, siy ¢ B x{v}, entonces y tiene una vecindad homeomorfa a R 6
a H. En consecuencia, p(z) € B x {v}. Més atn, ¢(U,NX1) = Bx{v}, por tanto U, NX; 2 Bx{v} = B
y ademds si B = [0, 1) es claro que ¢(x) = {0} x {v}. Esto prueba (1).

Para (2) basta con observar que dado que U = R, entonces = no es punto frontera de X;. Supongamos
que B no es R, entonces B = [0,1) y por (1), = tiene una vecindad abierta V' homeomorfa a [0,1) en X;
y ademds x se identifica con 0, por tanto V N U 2 [0,1) es vecindad abierta de 2 en X; y eso solo ocurre
si x es punto frontera de X;.

O

Proposicion 4.1.4. Sea X una estratificie con frontera tenemos que:

(i) Para cada C € €(X,), C =St 6 C 1.
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(#) Para cada C € €(X1) con C 21, existe N(C) € Vo regular tal gue N(C) =1 x C(L™) para algin
n €N conn > 3.

(i44) Para cada C € €(X1) con C 2 S! eziste d = dc € N, h € Homeo(C(L?),C(L?)) y existe N(C) €
Vo regular, tales que h|pay oy =7 € Sq, N(C) =2 N (C) := C(L%).

(iv) En (ii7) si ' es conjugado de w, entonces Ny (C) = N (C).
Dem.
(7) Por la proposicién 4.1.2 inciso (a) se tiene que X; es una variedad con frontera compacta, por lo tanto

C=gst 6 O],

Ahora, sea C € € (X;) y supongamos que C' = J. Tenemos que cada punto en int(C) tiene una vecindad
homeomorfa a R en Xi, y por el lema 4.1.3 se sigue que para toda z € int(C), x tiene una vecindad
homeomorfa a R x CL™ en X, para algin n = n, € N con n > 3. Para x € 9C, x tiene una vecindad
homeomorfa a [0,1) en X7, y por el lema 4.1.3, = tiene una vecindad homeomorfa a [0,1) x CL™ en X,
para algin n = n, € N con n > 3. De esta manera, usando argumentos similares a la demostracién de la
proposicién 1.2.2 se obtendrd que la vecindad es homeomorfa a I x CL™ y no a R x CL".

Finalmente, si C = S!, entonces cada punto en C tiene una vecindad homeomorfa a R en X, y por el
inciso (2) del lema 4.1.3 se sigue que para toda x € C, z tiene una vecindad homeomorfa a R x CL™ en
X, para algin n = n, € N con n > 3. Asi, la demostracién de (iii) y (iv) es totalmente andloga a la
demostraciéon de la proposicién 1.2.2.

O

Andlogamente como en el primer capitulo, dada una estratificie con frontera X, para cada C,C" € €(X1)
podemos tomar vecindades regulares N(C) y N(C") como en la proposicién 4.1.4 tal que N(C)NN(C") = 0.
Llamemos a las cerraduras de N(C) \ C las hojas de N(C'). En base a esto, nosotros podemos asociar
una grafica (bipartita) conexa I'x a X, exactamente igual que en el capitulo 1, la diferencia es que ahora
un vértice negro representa una curva simple é un intervalo cerrado y los vértices blancos representan
2-variedades con frontera. Siguiendo la notacién del primer capitulo (pdgina 9), note que las superficies
con frontera W’s (que son los vértices blancos en este caso) pueden tener fronteras que son libres de un
pegado (fronteras libres). Para ilustrar esto consideremos el siguiente ejemplo (gréfico):

H Ejemplo 4.1.5.
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Considere a la familia de estratificies con frontera, ;puede establecerse, proposiciones, lemas, teoremas y
corolarios similares a los casos de estratificies con grupo fundamental trivial?

Pregunta 4.1.6. ;Para cada estratificie con frontera X, I'x es un retracto de X ¢

Conjetura 4.1.7. Si X es una estratificie con frontera, simplemente conexa, entonces
(a) T'x es un drbol.

(b) Todos lo vértices blancos de I'x tienen genero 0, no hay fronteras libres en W's, y todos los vértices
terminales son blancos.

Pregunta 4.1.8. Para el caso de las estratificies con frontera trivalentes, y con grupo fundamental trivial
spodremos dar un algoritmo que las pueda construir todas?

4.2. Espacios espuma

En esta seccion definiremos lo que para nosotros serd un espacio n-espuma, con n € N.

Definicién 4.2.1. Sea X € Top y n € N tales que X es Hausdorff, sequndo numerable, compacto y
conexo y n > 3, diremos que X es un espacio n-espuma si es modelado en el 2-esqueleto del n-simplejo,
es decir, es localmente homeomorfo a una vecindad reqular de un punto en AL.

En base a la definicién previa, tenemos lo siguiente:
Observaciones 4.2.2. Sea X € Top, n € N con n > 3 tenemos:
= A =AU C’(A’f_l).
= Sin =3y X es una 3-espuma, entonces X es una variedad 2 dimensional sin frontera.

» Sin =4y X es una 4-espuma, entonces para cada v € X existe U, € V, y U € {int(D?),R x
CL?,CK,} tales que U, 2 U

Definicion 4.2.3. Llamaremos a los espacios 4-espuma simplemente espacios espuma.

En base a las observaciones anteriores, si X es un espacio espuma, entonces para cada x € X existe
U, €V, yU € {int(D?),R x CL?,CK,} tales que U, = U.

Hemos definido lo que es una n-espuma, entonces siguiendo el espiritu del contenido de este documento
nos podemos preguntar ; Podemos dar un algoritmo, que nos clasifique a los espacios n-espuma con grupo
fundamental trivial (como en el caso de las estratificies)? Esta pregunta es muy dificil de responder. Sin
embargo, en este capitulo se centrard en encaminarnos hacia una posible respuesta solo para el caso de
los espacios espuma. Con este fin, procedamos a estudiar una familia de los espacios espuma.
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4.2.1. Descomposicion de Heegaard

Sabemos que las 2-variedades compactas con frontera, orientables o no, se obtienen de las superficies
cerradas al remover una cantidad finita de discos abiertos en ellas.

Para las 3-variedades sabemos que hay varias formas de descomponer una 3-variedad como la unién de
piezas «simples», y una forma es con descomposiciones de Heegaard [3].

Recordemos que es un cubo con asas.

Definicién 4.2.4. Sea H una 3-variedad con frontera y S, ...,S, C int(D?).
(1) Diremos que H es un cubo con 0 asas si H =2 D? x [ = D3,
(2) Diremos que H es un cubo con n asas si H = S x I, donde

e S; 2 D? para todo j € {1,...,n}.

e S;NSk=0, para j,k € {1,...,n} con j #k.

o S=D?\ O int(S;).

Jj=1

El género de un cubo con asas H lo definimos como el género de la superficie 0H. Puede probarse que
dos cubos con asas son homeomorfos si y solo si tienen el mismo género.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Heegaard, cuya demostracion no se hara en este
documento y que se sigue del hecho que toda 3-variedad admite una triangulacién.

Teorema 4.2.5. (Teorema de Heegaard) Sea M una 3-variedad cerrada, conexa y orientable. Existen Hy
y Ho cubos con asas y h : O0H, — 0Hy homeomorfismo tales que M = Hy Uy, Hs.

Figura 4.1

En base al teorema previo, definamos lo siguiente:
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Definicién 4.2.6. Sea M una 3-variedad cerrada, conezxa y orientable. En virtud del teorema previo
existen Hy y Ho cubos con asas y h : 0H; — OHs homeomorfismo tales que M = Hy Uy, Hs.

» A la descomposicion M = Hy Uy Hy (0o M = Hy Ug Ha, donde S = 0Hy; = OHs) se llama descom-
posicion de Heegaard de M.

= S =0H; = 0H> le llamaremos superficie de Heegaard.
= El género de la descomposicion es el género de la superficie de Heegaard.

w El género de M es el minimo género entre todas sus descomposiciones de Heegaard de M.
El siguiente ejemplo muestra S* tiene al menos dos descomposiciones de Heegaard de género 0y 1.

m Ejemplo 4.2.7. Consideremos a S®. Tenemos que las siguientes afirmaciones son verdaderas:
» S? es una 3-variedad cerrada, conexa y orientable.
= S3 =Dy D3.

idgp3

= SB2D? xSy D? x St.

ida([{x2 xsly

Las afirmaciones son fdciles de verificar. Sin embargo, daré una demostracion para la ultima afir-
macion.

Con este fin, tenemos:

(r,y,2,w) €S? = 22+ 12 +22+w? =1 = 22+ w?=1- (22 +4?), (2,y) € D?

— Fpel0,5]a?+y? =cos’(p), 2% +w? =sen?(p)

x = cos(p) cos(6)
T - . = cos sen(f
= Feel03] 00,3, 0€(0.3] Z: sengg cos((¢))
w = sen(yp) sen(¢)
En base a lo anterior, tenemos que
x = cos(¢p) cos(d)
p- Y= cos(¢p) sen(h)
") z =sen(p) cos(¢)
w=sen(p)sen(p) , 0<p<5,0<0,6< 7

es una funcion biyectiva que define completamente a S®. Mds aiin si ¢ € (0

® define un toro, y cuando ¢ = 0 0 ¢ = 5, @ define los circulos 2?2 + 92
respectivamente.

) es fija, entonces
16 224+w? =1,

jus
72

Finalmente, obsérvese que los siguientes conjuntos

o {(z,y,2,w) € S*: (x,y,2,w) = ®(p,0,8) con ¢ € [0, 7l
o {(z,y,2,w) € $*: (x,y,z,w) = B(p,0,¢) con ¢ €[], 5]
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son homeomorfos a D? x S! y los dos espacios son identificados a lo largo de la frontera
{(z,y,z,w) € S*: (z,y, z,w) = O(5,0,0) con0<0,¢ <21} = St x St

y el mapeo que los identifica es el mapeo identidad. Esto prueba lo deseado.

Por el ejemplo 4.2.7 se sigue que en general una misma 3-variedad puede tener distintas descomposiciones
de Heegaard.

Observacion 4.2.8. Sea H un cubo con asas de género n, existen n discos en H, Dy,..., D, tal que
n

OH; — U ¢; es homeomorfo a una esfera con 2n agugeros, y ¢; = 0D;, i=1,...,n.
i=1

Ahora, sea Hy y ¢1,...,c, como en la observacién previa y sea Hy otro cubo con asas del mismo género

y h: O0H; — OHs un homeomorfismo: sea d; = h(¢;), i € {1,...,n}. Consideremos M = H; L, Hy la
3-variedad determinada por h.

Afirmacion: Para construir a M, no es necesario conocer toda la imagen de h, basta con conocer las curvas
diy...,dy.

Para ver lo afirmado, peguemos H; y Hs por partes, o sea, primero le pegamos a Hs el disco Dy (o bien,
una vecindad regular de Dy), luego Do, y asf hasta pegar todos los discos D;. Lo que resta por pegar es
el complemento de los discos (o bien, el complemento de vecindades de los discos, lo que es una 3-bola).
Ahora, al pegar la 3-bola lo hacemos por su frontera, y puede verse que no importa como sea este pegado,
pues las 3-variedades que se obtienen son homeomorfas.

Definicién 4.2.9. Sea H un cubo con asas de géneron y dy,ds,...,d, una coleccion de curvas ajenas en
0H, tal que OH — |Jd; es una esfera con 2n agujeros. A (H; dy,da, ... ,dn) lo llamaremos un diagrama
de Heegaard.

Por la discusién del parrafo anterior se sigue que este diagrama determina una tnica 3-variedad. Notese,
sin embargo, que una 3-variedad puede tener diferentes diagramas de Heegaard que lo definen, pues por
el ejemplo 4.2.7 sabemos que una 3-variedad puede tener diferentes descomposiciones de Heegaard.

Proposicion 4.2.10. A partir de un diagrama de Heegaard de una 3-variedad M nosotros podemos
calcular una presentacion para el grupo fundamental M.

Dem.
Sea (Hl,Hg) una descomposicion de Heegaard de M y (H2 2 dy,ds, .. .,dn) el diagrama de Heegaard
asociado. Nétese primero que si Hy es un cubo con asas de género n, entonces 71 (Ha) & F(x1,...,2,), €l

grupo libre de n generadores; esto es porque Hy es homotdpico a la cuna de n circulos, se puede deformar
continuamente a dicho espacio. Ahora, al pegar H; y Hs aplicamos el teorema de Van Kampen, pero lo
hacemos por partes. Con la eleccién de un punto base adecuado, podemos expresar cada una de las curvas
d; en términos de los generadores 1, ...,xz, de m(Hs), obteniendo n relaciones ri,...,r,. Al pegarle el
disco di al Hy como lo hicimos arriba, vemos que la curva d; se vuelve trivial, o sea, la relacién r es
trivial en el grupo del nuevo espacio. Hacemos lo mismo con las curvas restantes, y por el teorema de
Seifert-Van Kampen, tenemos que

m (M) = <$1,x2,...,xn : rl,rg,...,rn>.
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4.2.2. Asociando un espacio espuma a una 3-variedad

Antes de iniciar esta parte de este capitulo, recordemos la definiciéon de espacio estratificado.

Definicién 4.2.11 ([7]). Diremos que X € Top es un espacio estratificado n-dimensional si existe una
filtracion ) = X_1 C Xg C X1--- C X, = X tal que:

(a) Para cada i€ {—1,0,1,...,n— 1}, X; es cerrado.

(b) Para cadai € {0,1,...,n—1} y cada x € X;\X;_1 ezisten U, € V;, L espacio estratificado compacto
(n — i — 1)-dimensional, y un homeomorfismo que preserva la filtracion tales que U, = R* x CL.

Siie€{0,...,n—1}, X;\ X;—1 se llama el estrato i-dimensional. Y a las componentes conexas de X;\ X;—1
también se les denomina con frecuencia estratos.

Teorema 4.2.12. Para cada 3-variedad M cerrada, conexa y orientable existe Y espacio estratificado
2-dimensional tal que:

(1) Y determina completamente a M.
(ZZ) 7T1(M) = 7T1(Y),

141 es un espacio espuma.
(iid) Y pacio esp

Dem.
Sea M una 3-variedad cerrada y conexa, en virtud de lo discusién previa, sea Hy Up, Ho = M una
descomposicién de Heegaard de M, g(0H;)=n;i=1,2y h: 0Hy — OH; homeomorfismo.

Para i = 1,2, sea {D},..., D"} una coleccién de discos cerrados 2-dimensionales como en la figura 4.2;

n
tenemos que para i = 1,2, B; = H; — (BHi U U Df) = int(D3).
j=1

Figura 4.2

35



2
Tomemos Y := M — U Bi.

=1

Dado que h es un homeomorfismo, entonces Y puede ser descrito como
n ) n .
<8H1 @] U D{) Up ( U D%)
j=1 j=1

Por lo discutido en el apartado de descomposiciones de Heegaard se sigue inmediatamente que Y determi-
na completamente a M. Finalmente, Y es una espacio estratificado 2-dimensional tal que 71 (M) = m (V).
Probemos la tltima afimacién: En virtud de la prueba de la proposicién 4.2.10 se sigue inmediatamente
que 1 (M) 2 71 (Y). Ahora, Consideremos la siguiente filtracién de Y:

D= Y1 Yo~ (JQ@D{) . (gapg) c¥i- (]L_’jlaDg) g (j@lapg) cvi-v

(a) Claramente Y_1,Yp, Y] v Y2 son subespacios de Y cerrados.

b) Tenemos que para cada p € ¥y \ Y_1 = Y), p tiene una vecindad regular V, en Y como en la Figura
4.3

Figura 4.3

es decir, V}, 2 CKy, donde K, es como en la Figura 4.4
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Figura 4.4

Y para cada y € Y7 \ Yo, y tiene una vecindad regular V,, en y homeomorfa a R x CL3.
Por tltimo, cada y € Y3 \ Y1, y tiene una vecindad regular U, homeomorfa a R2.
Por tanto, Y es un espacio estratificado 2-dimensional que determina completamente a M y w1 (M) =

m1(Y) y claramente Y es un espacio espuma.

O

Sea M una 3-variedad cerrada y conexa, sea Hp L, Hy = M una descomposiciéon de Heegaard de M,
g(aHZ—): n;i=1,2y h: 0Hy — OH; homeomorfismo. Para i = 1,2, sea {D},..., D} una coleccién de
discos cerrados 2-dimensionales como en la figura 4.2, y sea Y el espacio estratificado 2-dimensional que
determina a M tal como en el teorema 4.2.12. En virtud de lo escrito en la demostraciéon del Teorema
4.2.12 se sigue que las siguientes afirmaciones se cumplen:

Afirmaciones 4.2.13. (Usando la misma notacion)
(0) Y es un espacio espuma.

(1) Para cada y €Yy existe Uy € Vy tal que Uy = CKy.

(2) X=Y - U (vecindad regular abierta de p en Y) es una estratificie trivalente con frontera.
PEYD

Observacion 4.2.14. Claramente;

. ©

).

Dado una X como una observacién 4.2.14 inciso (2), podemos asociarle una gréfica a X, I'x, como ya
se ha descrito en la seccién de estratificies con frontera. El siguiente ejemplo ilustra todo lo escrito hasta
este momento de esta seccién.

m ((’9H1 U ]Q D{) =Grupo libre de rango n, ademds (8H1 U O D{) = (Y — U D}

Jj=1 J=1

m Ejemplo 4.2.15. Sean H; y Hy cubos con asas de género 3 y para cada i = 1,2 sea {D}, D? D3}

K2

discos encajados en H;. Sea M = Hy Uy Hy y h: 90Hy — OHy homeomorfismo con h(c;) =b;, j =1,2,3
donde ¢; = D}, todo descrito como en la figura 4.5.
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Figura 4.5

Sea Y el espacio estratificado 2-dimensional que determina M. Sabemos que Y es descrito como

(wwqmw4g@)

Jj=

Grdficamente tenemos:

D; D3 D3

Ahora, se X como observacion 4.2.14 inciso (2)(en este caso particular), esto es;

38



1 1 1
D; D} D}

Ahora, en la siguiente imagen las curvas de cada color diferentes de negro se pegan, de manera que X es
homeomorfo a la siguiente imagen:

@ |
Qs
@

Finalmente, la grdfica asociada a X es:
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5
I

Ahora supongamos que 71 (M) = 1. Tomemos X como en la afirmacién 4.2.13 inciso (2), esto es:

X=Y- U (Vecindad regular abierta de p en Y)
PEYD

es una estratificie trivalente con frontera y todas las componentes conexas de la frontera de X son homeo-
morfos a K4 (ver Figura 4.4).

Propiedades de I'x
i) Todos los vértices blancos de I'x tiene género 0.
ii) Todos los vértices terminales de I'x son blancos.

ili) Se puede suponer que todos los vértices negros provienen de segmentos cerrados (no de curvas
cerradas). Esto es porque X se obtiene de Y removiendo vecindades regulares abiertas de los puntos
de Yo.

Nos preguntamos: para estas estratificies (con frontera) muy especificas jpodemos clasificarlas? jPodemos
dar un algoritmo computacional que nos produzcan todas?

4.2.3. Grapumas

Definicién 4.2.16. Sea G € Top hausdorff, diremos que G es una grapuma si X = V(G)UA(G), donde
V(G) y A(G) cumplen lo siguiente:

» Para cada C € €(V(Q)), C es homeomorfo a un punto 6 a D*. Si C es homeomorfo a un punto lo
llamaremos vértice negro y si C = D? lo llamaremos d-vértice (disco-vértice) blanco.

» A(G)=G\V(G) ycada e € €(A(G)), e=(0,1) y e=][0,1].

» Para cada e € A(G), e tiene un extremo en un vértice negro y otro en la frontera de un d-vértice
blanco.

Identificaremos a G con el par (V(G), A(G)).
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Sea F := {F : F es un espacio espuma que viene de un diagrama de Heegaard de una 3-variedad
orientable}.

Si F' € F, entonces;

. F=SUUDZ-UUEj,dondeVlesuncuboconnasasySz@Vl.

i=1 j=1

0= (Uomo)n (gan).

» X =F—V(Xo), donde V(Xo) = | J Us, Up = CKy.
zeXo

Ver figura 4.6. X es una estratificie con tantas componentes frontera como ‘Xo‘ y cada componente es
homeomorfo al CKy.

N
Z

D,

1

Figura 4.6: n =2

n n
Podemos asumir que (U BDZ-) U ( U 8Ej> — V(Xo) es una coleccién disjunta de intervalos cerrados
i=1 j=
I= {Ij };nzl Cortando X a lo largo de I, nos da una coleccién de {Wi}le de superficies con frontera
conexas, compactas y orientables, obsérvese que n < k.

Podemos asumir que W; = D}, W, 4; = E,

1 =1,...n donde;
ID;:Dl—V(Xo),Z:L,’n

es decir, cada D}, E! es un disco mordido, ver Figura 4.7
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Figura 4.7

Para desarrollar la teoria puede asumirse que todos los W; son discos mordidos.

Sea F' € F,y considérando la misma notacién de esta seccién, asociaremos una grapuma a F', como sigue:
= Cada I; es un vértice negro b;.
= Cada W; es un d-vértice blanco w;

» Aristas: anadir una arista e(w;, b;) para cada I; contenido en W;. El orden en que llegan las aristas
es importante.

Asi, tomamos Gr = (V(GF), A(GFr)). A GF le llamaremos la grapuma asociada a F'.

Observaciones 4.2.17. Para X tenemos que:
(1) X es trivalente.

(2) Si todos los W;’s son homeomorfos a D?, entonces I' < X y X es homotdpicamente equivalente a
T, es decir, m1(X) es un grupo libre.

Ahora, sea F' un espacio espuma que viene de un diagrama de Heegaard de una 3-variedad orientable, es
decir;

n n
F:SUUDiUUEj,dondeVl es un cubo con n asas y S = dV;.
i=1 j=1

Figura 4.8

Sea W = S cortado a lo largo de |J;—, dD;, ver Figura 4.9
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oD, aD;’ aD}! aDy!

Figura 4.9

W es 2-esfera con 2n agujeros y OW = U}, (0D; UAD}'). Sea P = (U, D;) N (U}, 9E;) coleccién
de puntos en S, y sea A; = la unién de arcos contenido de 0F; cortando a lo largo de P; i = 1,...,n.
Sean C1,...,Cy, las componentes de OW U J_, A; en W. Note que m < n.

m Ejemplo 4.2.18.

oD, aD) D, aDy  aD; aDy

Figura 4.11

En el ejemplo previo:
e C; =0D]UOD] U A,

Lema 4.2.19. Hay m —1 discos 2-dimensionales F; disjuntos, propiamente encajados en Vy cortado a lo
largo de D;; i =1,...,n(=una 3-bola B3 con 2n discos {D}, D!’} contenido en 0B?) tal que U;:ll 0F; N
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" (DiuDNYUU™, Cy) =0y B? cortado a lo largo de las F;’s es {B3}™, bolas y cada una contiene
=1 % % i=1 J i Ji=1
exactamente un C;.

Observacion 4.2.20. Por el lema, M = My# ---#M,,.
Corolario 4.2.21. Cada M; tiene un descomposicion de Heegaard con una solo componente C;.

Lema 4.2.22. Si OW UJ,_, A; es conexo, entonces F cortado a lo largo C = (J;_, 0D; UU;_, OF;) es
una coleccion de Wi;i=1,....k tal que W; = D2,

Observacién 4.2.23. Como w1 (M) =« w1 (M;) con el fin de averiguar si m (M) = 1, nosotros podemos
asumir que OW U U?:l A; es conexo y por lo tanto F cortado a lo largo C es una coleccion de Ws, cada
una es un disco cerrado 2-dimensional.

Corolario 4.2.24. Sea X = F —J,p V(p) donde, P = (U, 0D;) n (U, OE;).

(Note que X es una estratificie trivalente con frontera, cada componente es homeomorfa a un cono (1-
esqueleto de A3) ).

Ahora cortamos X a lo largo CN X y obtenemos [_|f:1 W; donde W; es un disco cerrado 2-dimensional;
i=1,...,k. Entonces,

1) Tx — X (T'x es la grdfica de X ).
2) T'x es homotdpicamente equivalente a X .
Como consecuencia w1 (X) es libre.

Siguiendo el ejemplo 4.2.18, F} se indica como un segmento verde en la figura 4.11 y M = My#M> en
este caso el diagrama de Heegaard de M; es:

Figura 4.12

En [6] se desarrolla un algoritmo que primero recupera un diagrama de Heegaard de una presentacién del
grupo fundamental de una 3-variedad cerrada, conexa y orientable. Y como segundo paso le asocia a este
diagrama una gréfica como se ha discutido en este capitulo.
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Conclusion

En el trabajo de José Carlos Gémez Larranaga en colaboracién con Francisco Gonzélez Acunia y Wolfgang
Heil ([1], [2]) nos dan una clasificacién de las estratificies trivalentes con grupo fundamental trivial y nos
proporcionan un algoritmo para construirlas todas con esa propiedad. Este trabajo considera basicamente
el mismo problema de clasificacion, pero en el caso en que las estratificies tienen como grupo fundamental
Zo. Aqui describimos un método para encontrar todas las estratificies trivalentes con grupo fundamental
Zs, v siguiendo el espiritu del trabajo de los personajes antes mencionados damos un teorema de clasifi-
casion para este caso. Sin embargo; la pregunta general jpodemos clasificar las estratificies en términos
de sus gréficas asociadas? Sigue abierta.

En el capitulo 4 introducimos nuevos conceptos tales como estratificies con frontera y espacios espuma, y
al igual que las estratificies nos podemos plantear las mismas interrogantes ;podremos clasificarlas? Para
cada espacio jpodemos dar un algoritmo que nos produzcan todas? Estas preguntas al igual que en el
caso de las estratificies son dificiles de responder.

En conclusion los espacios tratados y mencionados en este documento son un nicho abierto en la investi-
gacién matematica.
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